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Prefazione                                      

Questo lavoro si fonda prevalentemente sull’analisi dinamica di modelli integrati economia-

ambiente. Per modelli integrati si intendono modelli in cui compaiono nelle stesse equazioni 

variabili di natura strettamente economica e variabili di natura più specificamente 

ambientale: per esempio il rapporto esistente fra l’output globale e lo stock di inquinante 

accumulato, oppure il rapporto fra il livello dell’attività economica di produzione e consumo 

e l’emissione di sostanze inquinanti, etc. La ragione per cui mi sono dedicato allo studio di 

modelli che comprendessero anche variabili ambientali, è in qualche modo la conseguenza 

di un più generale interesse per un modello di sviluppo alternativo a quello fondato sulla 

economia di mercato che ritengo, data la logica e lo spirito che lo animano, responsabile 

della maggior parte dei problemi ambientali con i quali oggi ci troviamo a doverci 

confrontare e cercare di risolvere (anche i sistemi fondati su una economia pianificata hanno 

contribuito a tale fenomeno, per lo meno nelle fasi di industrializzazione forzata). L’interesse 

per un modello di sviluppo alternativo a quello dell’economia di mercato, non può 

prescindere da una visione ed una considerazione dei problemi ambientali radicalmente 

diversa da quella concepita fino ad oggi. Nuovo modello di sviluppo e diversa considerazione 

del problema ambiente, sono intimamente connessi. Credo che l’uno non possa prescindere 

dall’altro. Il problema che poi mi pongo anche nelle osservazioni conclusive di questo  lavoro 

è se, sistemi fondati prevalentemente su una struttura privata dell’economia, siano in grado 

di risolvere in modo apprezzabile il problema dei danni ambientali, o se le due cose siano 

fortemente incompatibili fra di loro. Inoltre, l’interesse specifico per l’analisi dinamica che mi 

ha spinto a scrivere questo lavoro, deriva da un più generale interesse verso il 

comportamento nel tempo di alcune variabili che ritengo siano cruciali nella comprensione 

del rapporto fra economia ed ambiente. Ritengo che l’analisi dinamica sia meglio in grado di 

cogliere l’evoluzione nel medio-lungo periodo di fenomeni la cui consistenza cambia 

continuamente per via dell’attività dell’uomo e per meccanismi interni al sistema ambiente 

che in parte sono sconosciuti. Molti temi ambientali saranno di volta in volta analizzati ed 

inseriti nello specifico contesto della formulazione dei vari modelli. Del resto, la dimensione 

dinamica di qualunque entità sociale rappresenta, secondo la mia opinione, un livello di 

analisi e di interesse nettamente superiore alla dimensione statica. Essa permette di 

coglierne le caratteristiche evolutive nel tempo e, soprattutto, di analizzare quelle variazioni 

che comportano rapidi e improvvisi mutamenti nella struttura (in gergo, biforcazioni). Lo 

studio della dinamica di qualunque sistema, sia esso economico fisico o meccanico conduce, 

inevitabilmente, ad una formulazione di modelli in forma matematica e, specificamente, 

nella forma di equazioni differenziali o alle differenze finite a seconda che si lavori in tempo 

continuo o discreto. La formulazione di questi modelli non è cosa semplice in quanto 

individuare l’esatta forma delle relazioni fra variabili di diversa natura,quali quelle 

economiche ed ambientali, diventa spesso arduo e rischia di avere un senso irrilevante se tali 

relazioni causali non sono  ben specificate. Inoltre, come vedremo nello svolgimento di 

questo lavoro e come più  volte verrà sottolineato sia nei successivi capitoli che nelle 

conclusioni, le soluzioni dei modelli devono essere prese con molta cautela in quanto piccole 
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variazioni nei parametri o differenti specificazioni strutturali, anche modeste, nei rapporti fra 

le variabili, possono condurre a processi dinamici completamente differenti. E non è facile 

essere del tutto sicuri di quale sia la formulazione più rispondente alla realtà. Non mi 

nascondo che in alcuni casi, come anche farò rilevare nelle conclusioni, ho incontrato 

difficoltà di varia natura nella costruzione di tali modelli e non sono sicuro se quella adottata 

sia la più giusta. Purtroppo, come ho potuto anche verificare nella letteratura ampiamente 

analizzata, in molti casi sono sconosciuti sia la forma delle relazioni strutturali che l’intensità 

degli effetti da un punto di vista quantitativo. La matematica è uno strumento utile e può 

aiutarci, almeno in un primo approccio, a capire gli aspetti fondamentali dei fenomeni 

dinamici se però si ha la consapevolezza dei limiti che inevitabilmente comporta una 

interpretazione dei risultati ottenuti, specialmente in un ambito come quello da noi studiato, 

in cui l’incertezza è un elemento non certo trascurabile. Molte caratteristiche, soprattutto 

dei processi sociali, sono difficilmente traducibili in forma matematica, e al prezzo di una 

semplificazione eccessiva della realtà. Comunque, che ci sia un rapporto stretto fra alcune 

variabili ambientali e la dinamica di alcune variabili più esplicitamente economiche non 

esistono  dubbi; come c’è un vasto consenso alla tesi che le modificazioni nel clima con tutte 

le conseguenze che ne derivano, siano in gran parte di natura endogena, cioè causate 

dall’attività dell’uomo. L’ultimo rapporto dell’IPCC (Intergovernmental Panel Climate 

Change) per il 2013 (IPCC, 2013-2014) non lascia molti dubbi a proposito, anche se molti 

fenomeni correlati vengono definiti in termini di diversi livelli di probabilità. Ne riportiamo 

qui alcuni aspetti salienti: “Warming of the climate system is unequivocal, and since 1950s, 

many of the observed changes are unprecedented over decades to millennia. The 

atmosphere and ocean have warmed, the amounts of snow and ice have diminished, sea 

level has risen, and the concentrations of green house gases have increased”  (IPCC, cit.pag. 

4) (…) “The atmospheric concentrations of carbon dioxide, methane, and nitrous oxide have 

increased to levels unprecedented in at least the last 800,000 years. Carbon dioxide 

concentrations have increased by 40% since pre-industrial times, primarily from fossil fuel 

emissions and secondarily from net land use change emissions. The ocean has absorbed 

about 30% of the emitted anthropogenic carbon dioxide, causing ocean acidification” (IPCC, 

cit. pag.11) (...) E ancora “Human influence on the climate system is clear. This is evident 

from the increasing green house gas concentrations in the atmosphere, positive radiative 

forcing, observed warming, and understanding of the climate system (...) Human influence 

has been detected in warming of the atmosphere and the ocean, in changes in the water 

global cycle, in reduction of snow and ice, in global mean sea level rise, and in changes in 

some climate extremes. It is extremely probable that the human influence has been the 

dominant cause of the observed warming since the mid-20th century” (IPCC, cit. pag. 15 e 

17). Tali questioni del collegamento fra attività umana e mutamenti climatici sono analizzate 

anche in Newell e Paterson: “The origins of climate change are implicated in the choices we 

all make every day, throughout the day. From the moment you wake up in the morning and 

decide what to eat for breakfast (assuming you have that luxury) you are engaging, mostly 

unconsciously, in sets of choices about whether the food you eat is sourced locally or has 

been transported half way around the world to get your breakfast table. How you heat the 
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water for your shower implies a decision to use a particular source of energy which will have 

an impact (malign or benign) on climate change and how you decide to get to work also 

determines how much CO2 you add to the atmosphere (...) This is why  capitalism as it 

currently operates is not working when it comes to tackling climate change. Fundamentally, 

capitalism does not have a concept of sufficiency, of how much is ‘enough’. If it doesn’t 

continue growing, it implodes in crises such as those of the 1930s.” (Newell e Paterson,  

2010, pag. 7-8). Il collegamento esplicito fra sviluppo capitalistico e mutamenti climatici è un 

tema fondamentale nell’analisi di questi due autori: ”The origins of climate change are 

deeply rooted in the development of the global capitalist economy. The ways the world has 

risponded to climate change have been conditioned by the sort of free-market capitalism 

which has prevailed since the early 1980s (...) Likewise, we can deal with most forms of 

water pollution by banning certain applications of fertilisers, dealing with human and animal 

wastes (...) To ban these practices, while often inconvenient for the companies  involved, is 

hardly a challenge to the whole edifice of global capitalism (...) In contrast, to propose to ban 

all further coal and oil use, as some have done, is both unrealistic and deeply problematic. 

The use of these fuels is currently so widespread that simply to ban them would cause 

economic growth to collapse. And a lack of growth is something that the capitalistic system 

in which we live simply cannot tolerate – it would collapse as a system. So the challenge of 

climate change means, in effect, either abandoning capitalism, or seeking to find a way for it 

grow while gradually replacing coal, oil and gas” (Newell e Paterson, cit. pag. 9). In tutto il 

corso del nostro lavoro, vi sarà un continuo riferimento a questa fondamentale caratteristica 

del sistema capitalistico, soprattutto quando affronteremo il tema dell’imprevedibilità e 

della caoticità del sistema economia-ambiente. Fatti questi dovuti riferimenti, la struttura 

generale dei vari modelli base e successive varianti e integrazioni è quella tipica dei sistemi 

dinamici in tempo continuo. Nella premessa al primo capitolo ci soffermeremo ampiamente 

sulle metodologie utilizzate e sul perché ne vengano utilizzate alcune invece di altre. In 

generale si cercherà, dove è possibile e conveniente in termini di leggibilità e chiarezza, di 

offrire risultati in forma analitica in quanto applicabili in generale e non immediatamente 

soggetti a valutazioni quantitative che sono il frutto dell’utilizzo di coefficienti e parametri in 

forma numerica ma che sono puramente ipotetici e servono esclusivamente ad offrire una 

prima valutazione sulla dinamica delle variabili che compongono e caratterizzano i vari 

modelli analizzati. La difficoltà nella costruzione dei modelli, ovvero la strutturazione delle 

relazioni fra le variabili di natura economica e ambientale, sta soprattutto nella 

identificazione econometrica di coefficienti e parametri. In alcuni casi la direzione della 

relazione causale fra le variabili è abbastanza definita: in questo caso il difficile è identificare 

l’intensità con cui tali rapporti di causalità si verificano nella realtà, ovvero la sensibilità della 

dinamica di una variabile rispetto alla dinamica di un’altra variabile. In questo lavoro 

cerchiamo di raggiungere risultati in termini qualitativi generali, che abbiano cioè una certa 

validità indipendentemente dagli specifici valori assunti da coefficienti e parametri. Tuttavia, 

come avremo ampiamente modo di verificare, dato il modello in forma analitica, spesso 

assumere certi valori numerici invece di altri comporta un cambiamento nella dinamica del 

sistema in conseguenza di una biforcazione. Come è noto un sistema biforca quando, 
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dipendendo la sua dinamica dal valore di uno o più parametri che ne guidano l’evoluzione, 

tali parametri cambiano modificando le proprietà dinamiche dell’intero sistema. Un altro 

aspetto da sottolineare è che lavoreremo prevalentemente in ambito deterministico anche 

se, nel quinto capitolo, prenderemo in considerazione anche alcuni modelli in forma 

stocastica (il che ci impone di utilizzare equazioni differenziali stocastiche invece di quelle 

ordinarie). Veniamo ora alla strutturazione dei capitoli. 

CAPITOLO 1  

La prima parte del primo capitolo, verte soprattutto su alcune considerazioni di carattere 

generale in merito al rapporto fra variabili economiche e ambientali, e fornisce le ragioni 

metodologiche per cui vengono utilizzati certi strumenti. Vengono fornite le basi concettuali 

e matematiche che verranno in seguito sviluppate nella costruzione specifica dei modelli, 

avvertendo sempre che, comunque, occorre molta cautela nella interpretazione dei risultati 

sia perché l’incertezza è un elemento non certo trascurabile, e anche perché lavorando  con 

modelli non-lineari, la linearizzazione ci può fornire solo gli elementi per una valutazione 

dell’originale sistema non-lineare solo localmente, ovvero nell’intorno del punto di 

equilibrio. E, come vedremo, non sempre questo è possibile. Questi concetti verranno 

ampiamente sviluppati e analizzati, in modo da avere ben chiaro quali sono i limiti che 

bisogna attribuire ai risultati raggiunti, ma anche per considerare questi risultati seppur 

parziali come uno stimolo per successivi approfondimenti. In questo primo capitolo non 

faremo uso di una equazione dinamica che descriva l’evoluzione nel tempo dell’attività di 

abbattimento e mitigazione da parte del Governo. Tale attività viene identificata in un 

parametro esogeno, ed assume la natura di strumento per il raggiungimento di un 

determinato obbiettivo finale. Esso verrà analizzato sia anche all’interno di una struttura di 

controllo ottimale. 

CAPITOLO 2  

Nel secondo capitolo viene costruito un modello tipo Lotka-Volterra. Si ipotizza la possibilità 

dell’esistenza di un ciclo che si ripete senza smorzamenti o esplosioni fra l’output globale e la 

diminuzione delle capacità produttive della forza-lavoro dovuta al riscaldamento globale e, 

più in generale, al deterioramento della qualità ambientale prodotto dall’attività economica. 

In base alle ipotesi assunte, il meccanismo è analogo a quello che caratterizza l’interazione 

tra due popolazioni biologiche di cui l’esistenza e la consistenza dell’una è fonte di crescita o 

decrescita delle prede e dei predatori. L’aumento dell’output comporta un aumento delle 

emissioni di sostanze inquinanti e del riscaldamento globale, il che determina una 

diminuzione nelle capacità produttive della forza-lavoro e quindi, conseguentemente, una 

diminuzione dell’output e della emissione di CO2. Questo porta ad un aumento della capacità 

produttiva della forza-lavoro, un aumento dell’output e così il ciclo si ripete. Il meccanismo 

che si instaura fra le due variabili è, in sé, molto semplice, ma ci serve per introdurre 

successive modifiche e integrazioni allo stesso modello base. Questo modello è 

dinamicamente stabile ma non strutturalmente stabile in quanto l’aggiunta di altri parametri 
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configura dinamiche che possono radicalmente divergere da quella del modello base stesso. 

Infatti, nel modello base, la linearizzazione porta a due punti di equilibrio: quello con valori 

nulli dà sempre un punto di sella, data l’assunzione di positività dei coefficienti, mentre 

quella con valori diversi da zero comporta sempre autovalori puramente immaginari, e 

quindi un ciclo la cui ampiezza intorno al punto di equilibrio dipende esclusivamente dalle 

condizioni iniziali assunte per le due variabili e dalla consistenza numerica dei coefficienti. In 

generale, l’esistenza di radici puramente immaginarie nel modello linearizzato, non ci 

permette di fare considerazioni sulla dinamica anche solo locale del modello originale non-

lineare, ovvero non si può applicare il teorema Hartman-Grobman. Tuttavia, nel caso 

specifico del modello Lotka-Volterra, questa operazione di estensione dei risultati dal 

modello linearizzato a quello non-lineare è possibile come si può verificare dal diagramma di 

fase del modello non-lineare. In seguito verranno utilizzate anche due equazioni dinamiche 

per due tipi di capitale, uno inquinante e l’altro non inquinante. In questo capitolo, esse 

vanno ad aggiungersi alle due equazione del modello Lotka-Volterra modificato. Nel terzo 

capitolo, verranno analizzate in modo più specifico le proprietà dinamiche dell’intero 

sistema quando verranno fatte ipotesi specifiche sulla dinamica dei due tipi di capitale in un 

contesto diverso dal modello Lotka-Volterra. Ciò richiede l’inserimento di apposite ipotesi 

sui saggi di investimento lordo, diverse produttività, dinamica dell’output globale, dinamica 

dello stock di inquinante e dell’intervento del Governo mediante una politica di 

abbattimento. Inoltre verrà utilizzato un modello in cui vengono fatte alcune ipotesi sulla 

capacità di carico (carryng capacity), ovvero sulla esistenza di valori massimi delle variabili 

oltre i quali il sistema non può andare per particolari ragioni che analizzeremo nello specifico 

contesto. 

CAPITOLO 3 

In questo capitolo vengono costruiti vari tipi di modelli in cui si utilizzano due tipi di capitale, 

l’uno che comporta l’emissione di sostanze inquinanti, l’altro che non emette tali sostanze. 

Vengono fatte varie ipotesi nella costruzione del modello base e nelle successive 

integrazioni. A tale proposito, si considera: 

1) che l’investimento venga effettuato in ambedue i tipi di capitale, anche se a saggi 

diversi. La quota di ammortamento viene considerata sempre uguale per i due tipi di 

capitale. 

2) che tutto l’investimento sia effettuato nel solo settore che utilizza capitale non 

inquinante. 

3) che i due tipi di capitale abbiano produttività diversa, alternativamente, più elevata 

per un tipo di capitale che per l’altro. 

4) che lo stock di inquinante segua una sua dinamica specifica nel tasso di variazione e 

che tale stock influisca negativamente sull’output complessivo attraverso un effetto 

di smorzamento che può essere lineare o non-lineare. 

5) che vi sia una politica attiva da parte del Governo in abbattimento dello stock di 

inquinante, che tale politica segua una dinamica determinata e che influisca 
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positivamente sull’output complessivo attraverso una diminuzione nella formazione 

dello stock di inquinante. 

6) che le decisioni di investimento non siano date da prefissate quote dell’output 

complessivo, ma seguano una logica che tiene conto di un livello massimo dello stock 

di capitale oltre il quale le imprese, dato lo stato della tecnologia, della domanda 

attuale e delle aspettative sulla domanda futura, non sono disposte ad accumulare 

altro capitale. Il meccanismo che governa le decisioni di investimento dipende allora, 

in modo decrescente, dal rapporto fra il capitale effettivamente accumulato e il  

capitale massimo che le imprese sono disposte ad accumulare. Esso funziona come 

una sorta di acceleratore non-lineare. Il lavoro, per buona parte del capitolo, non è 

stato esplicitamente inserito in alcun modello, ma se ne è tenuto implicitamente 

conto considerando che i saggi di produttività di ciascun tipo di capitale fossero 

aumentati in modo da essere comprensivi anche della produttività del lavoro. 

Tuttavia nella parte finale di questo capitolo, verrà analizzato un modello che tiene 

anche esplicitamente conto del lavoro, prima mediante formulazioni in termini lineari 

e successivamente in termini non-lineari. 

7) la funzione di produzione utilizzata è di tipo additivo. Si è fatta l’ipotesi che i processi 

produttivi effettuati con i due tipi di capitale, fossero tenuti distinti l’uno dall’altro, 

ovvero che non vi fossero interazioni fra essi. Ad esempio, la produzione complessiva 

di energia elettrica è data dalla somma fra quella prodotta esclusivamente con 

capitale inquinante e quella prodotta con solo capitale non inquinante. Tale funzione 

è in forma lineare, nella sua struttura interna. La non-linearità che essa assume in 

alcune specificazioni del modello, dipende dalla sua combinazione con un termine di 

smorzamento esponenziale che comprende lo stock di inquinante. E’ tale 

accoppiamento che la rende non-lineare, ma nella sua struttura  resta lineare. 

Tuttavia, quando inseriremo nel modello anche il lavoro, utilizzeremo una funzione di 

produzione non-lineare anche nella sua struttura interna,  indipendentemente dalla 

presenza della variabile ambientale. Tale funzione è, comunque, puramente ipotetica 

senza nessuna pretesa di rappresentare processi reali di produzione.  

8) L’attività di intervento del Governo non comporta sottrazione  di risorse  nella 

produzione dell’output complessivo, in quanto anche tale attività consta di servizi 

che ugualmente concorrono a produrre un reddito anche se in modo 

qualitativamente diverso. L’eventuale diminuzione dell’output tradizionale dovrebbe 

essere compensata dalla produzione di servizi ambientali, che non solo 

contribuiscono a produrre ugualmente reddito, ma dovrebbero anche modificare la 

struttura qualitativa dei consumi nel quadro complessivo di una radicale modifica del 

tipo di sviluppo, se vogliamo che tale sviluppo sia compatibile con la preservazione 

dell’ambiente.  

Il modello finale consta di cinque equazioni differenziali, la cui non linearità rende anche il 

processo di linearizzazione abbastanza complesso. Tale modello è costituito da sette 

equazioni quando vengano aggiunte le due equazioni dinamiche della forza-lavoro. Infatti, si 
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ipotizza che esistano due tipi di forza-lavoro, ciascuno applicato su un tipo di capitale. Molti 

di questi modelli sono stati analizzati con coefficienti numerici, in quanto l’elevato numero 

dei coefficienti stessi rendeva la lettura della soluzione in forma analitica molto voluminosa e 

di difficile interpretazione. Ovviamente i coefficienti utilizzati, sono anche qui puramente 

ipotetici e a scopo esemplificativo. Tuttavia, pur non avendo fornito molte soluzioni in forma 

chiusa in termini qualitativi, sia di sistemi lineari che di sistemi linearizzati di quelli non 

lineari, si è comunque cercato di stabilire le condizioni sugli autovalori del Jacobiano del 

sistema sul piano analitico, per verificare le condizioni di stabilità/instabilità e gli eventuali 

punti di biforcazione che comportano il cambio nelle proprietà dinamiche del sistema. 

CAPITOLO 4  

In questo capitolo viene analizzato il problema delle cosiddette ‘tecnologie backstop’, ovvero 

le tecnologie in grado di produrre sostituti delle risorse estratte dal terreno  che comportano 

l’emissione di sostanze inquinanti una volta che vengono impiegate nel processo produttivo. 

Tali tecnologie si considerano pulite. L’analisi tradizionale (Dasgupta e Heal, per esempio), 

non considera nel raffronto fra i costi che produrre con la tecnologia che utilizza la risorsa 

inquinante comporta un costo di abbattimento che noi consideriamo venga sostenuto dal 

Governo. Questo costo deve essere tenuto in considerazione, in quanto comporta sempre 

un impiego di risorse e non può essere trascurato nel raffronto fra i costi complessivi del 

produrre con le due tecnologie alternative. Ciò comporta una accorciamento dei tempi per il 

passaggio dalla tecnologia inquinante a quella non inquinante. Il modello base di Dasgupta e 

Heal viene significativamente ampliato, mediante la considerazione di costi di estrazione 

crescenti, costi variabili decrescenti per le tecnologie backstop ecc. L’ulteriore estensione del 

modello vede l’introduzione di una carbon-tax analizzata sotto vari aspetti, sia come 

elemento aggiuntivo di costo che comporta ancora un’accelerazione nella convenienza a 

passare a tecnologie pulite, sia come elemento che determina una diminuzione nella 

produzione dell’output e quindi delle emissioni inquinanti. Verrà fatta anche una breve 

analisi del problema dei permessi negoziabili di emissione (ulteriormente trattato nel quinto 

capitolo), per permettere anche un semplice raffronto con lo strumento della carbon-tax.  

CAPITOLO 5 

In questo capitolo vengono affrontati due temi specifici quali la possibilità di dinamica 

caotica utilizzando un modello di Day dato da un’equazione logistica in forma discreta, e la 

formulazione di alcuni modelli in forma stocastica. La parte finale prende in considerazione 

le differenze fra caos di natura deterministica e dinamica stocastica, cercando di evidenziare 

come vi sia una certa affinità e somiglianza quando, al di là della differente struttura 

matematica dei modelli, si consideri la peculiare struttura economico-sociale di un sistema 

fondato su rapporti fra i vari agenti economici di natura prevalentemente privata. L’origine 

delle possibili dinamiche caotiche risiede, secondo noi, soprattutto in questa specifica 

configurazione del sistema dei rapporti fra più agenti le cui motivazioni sono spesso 

contrastanti tra di loro e che danno origine a dinamiche imprevedibili.  
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La parte finale contiene anche una breve digressione sul problema del controllo del caos, 

cercando di mettere in evidenza come tale possibilità dipenda, per un sistema economico-

sociale, principalmente dall’assetto istituzionale di tale sistema, ovvero dalla possibilità che 

vi sia o no un soggetto, prevalentemente di natura pubblica, che sia in grado di indirizzare il 

sistema verso una desiderata configurazione di determinate variabili ritenute fondamentali, 

facendo in modo che una dinamica caotica si stabilizzi su un certo punto di equilibrio o una 

determinata orbita stabile. Per il modello di Day vengono fatte numerose ipotesi e 

conseguenti analisi del modello configurano la possibilità di dinamiche caotiche quando il 

parametro che guida l’evoluzione del sistema assume certi valori. Il fatto che il parametro 

guida del sistema sia la sintesi di tre diversi parametri di natura economica e demografica di 

cui il soggetto pubblico ha scarsa disponibilità di controllo e manovra, può comportare che 

esso assuma certi valori che, oltrepassando un certo valore-soglia, facciano assumere al 

sistema una dinamica caotica. L’analisi di alcuni modelli stocastici, uno di natura più semplice 

rispetto ad uno più complesso, è dovuta principalmente all’incertezza come elemento 

fondamentale all’interno di modelli integrati economia-ambiente. I modelli si fondano 

principalmente sul presupposto che una maggior intensità di capitale, ovvero un più alto 

rapporto capitale-lavoro, comporti un aumento del prodotto pro-capite e, quindi, 

dell’inquinamento pro-capite. L’ipotesi che la dinamica del capitale e del lavoro sia in parte 

deterministica e in parte stocastica, comporta che anche il rapporto fra inquinamento pro-

capite e intensità di capitale, che formalmente sembra di natura deterministica sia, 

sostanzialmente, di natura stocastica. Infatti, se vi sono elementi aleatori che influiscono 

sulla dinamica del capitale e del lavoro, tale aleatorietà si estende anche all’intensità di 

capitale e, di conseguenza, all’inquinamento pro-capite. Infine, viene anche analizzato un 

semplice modello stocastico in forma lineare della dinamica dello stock di inquinamento.  

Nella parte centrale di tale capitolo, viene fatta una breve digressione sul problema delle reti 

neurali, in quanto la struttura del funzionamento di tali reti riflette la natura dei sistemi 

complessi. Vedremo un esempio di come un modello integrato economia-ambiente possa 

essere strutturato nella forma di rete neurale. Una parte del capitolo viene dedicata anche al 

cosiddetto ‘slaving principle’, nel quadro della distinzione fra variabili lente e veloci e al 

problema della sinergetica di H.Haken. 

CAPITOLO 6 

In questo capitolo vengono svolte alcune riflessioni conclusive sull’intero lavoro, 

soffermandosi soprattutto sul significato e la portata dei risultati raggiunti attraverso l’uso 

dei modelli matematici, sottolineandone i limiti e la cautela necessaria nell’interpretarne le 

soluzioni. L’approccio all’uso di tali modelli è critico, anche se ne vengono sottolineati alcuni 

aspetti positivi. Una considerazione finale riguarda i possibili sviluppi che tale ricerca 

potrebbe avere, soprattutto in un ambito specificamente economico-politico. 

Per concludere questa breve prefazione generale, occorre rilevare che tutti i calcoli e le 

soluzioni dei modelli presentati, sono stati effettuati utilizzando prevalentemente il software 

Maple12 e in misura minore Derive6. Per quanto riguarda il quinto capitolo, si è fatto uso del 
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software EF-Chaos per l’analisi del caos deterministico. Anche per la soluzione esplicita delle 

equazioni differenziali stocastiche, si è ricorso a particolari routines Maple. Senza l’utilizzo di 

tali strumenti, la soluzione delle varie configurazioni dei modelli sarebbe stata possibile solo 

per i casi più semplici dove essa è intuitiva e più facilmente identificabile. Ma nella grande 

maggioranza dei casi, tale soluzione sarebbe stata praticamente impossibile.  
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                                                                                                          Capitolo1     

                                      Alcune note di carattere generale e di tipo metodologico 

 

1.1 Premessa: primi elementi di carattere generale e di tipo metodologico (1) 

Prima di fare alcune considerazioni di natura metodologica al presente lavoro, occorre 

precisare che esso ha un carattere prevalentemente analitico-matematico, in quanto 

verranno indagate soprattutto le principali proprietà di sistemi dinamici costruiti 

considerando l’interazione fra elementi economici e di natura ambientale. Ovviamente  

saranno analizzati in modo più specifico ed approfondito elementi di natura economica, 

politica e sociale. Infatti, oltre a problemi di ordine più squisitamente formale, il problema 

specifico del riscaldamento globale, e più in generale dell’inquinamento come fenomeno 

complessivo che si accumula sotto forma di stock, presenta elementi di equità e giustizia 

internazionali ed intergenerazionali di notevole rilevanza. Sostiene infatti Uzawa: ”Global 

warming involves international and intergenerational equity and justice. Although global 

warming is largely caused by emission of carbon dioxide and other greenhouse gases 

associated with economic activities mostly in developed countries and by the disruption of 

forests- particularly tropical rain forests- again mostly resulting from the industrial activities 

of the developed countries, it is the people in developing countries who have to bear the 

burden. The current generation may enjoy the fruits of the economic activities that cause 

global warming, but it is the people in all future generations who will have to suffer from a 

significant increase in atmospheric instability as a consequence” (Uzawa, 2003, pag. 138). Il 

problema viene sottolineato ancora in modo più deciso nel fondamentale rapporto della 

Stern Review: ”The incremental impact of a tonne of GHG is independent of where in the 

world it is emitted. But the volume of GHGs emitted globally is not uniform. Historically, rich 

countries have produced the majority of GHG emissions. Though all countries are affected by 

climate change, they are affected in different ways and to different extents. Developing 

countries will be particularly badly hit, for three reasons: their geography; their stronger 

dependence on agriculture; and because with their fewer resources comes greater 

vulnerability. There is therefore a double inequity in climate change; the rich countries have 

special responsibility for where the world is now, and thus for the consequences which flow 

from this difficult starting point, whereas poor countries will be particularly badly hit” (The 

Stern Review, 2007, pag. 33). L’argomento è affrontato in dettaglio anche in  Tol:  ”Although 

greenhouse gas emissions per person are higher in high-income countries, relative impacts 

of climate change are greater in low-income countries. Indeed, impact estimates for sub-

Saharian Africa go up to a welfare loss equivalent to a quarter of income. The estimates for 

low-income countries are higher for several reasons. Low-income countries tend to be in 

tropical zones close to the equator. They are already hotter, and their output already suffer 

to some extent from their higher temperatures in sectors like agriculture. Moreover, low-
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income countries are typically less able to adapt to climate change both because of a lack of 

resources and less capable institutions (...) the emissions of greenhouse gases are 

predominant from high-income countries while the negative effects of climate change are 

predominantly in low-income countries” (Tol, 2009 pag. 35-36). Tornando a quanto 

affermato in precedenza, i limiti che un approccio prevalentemente analitico-matematico 

presenta, verranno evidenziati nel corso del nostro lavoro, soprattutto perché l’alto grado di 

incertezza in tale campo di studi rischia di rendere molto labili e discutibili i risultati 

raggiunti. Comunque, anche l’analisi formale ha una sua importanza, e non vorrei che fosse 

intesa come un puro esercizio matematico. La varietà di sentieri dinamici che si presentano  

nel modello originario Lotka-Volterra preso in esame nel secondo capitolo e con successive 

modifiche ed estensioni, e nei modelli costruiti ed analizzati anche nei successivi capitoli, è la 

conseguenza della estrema incertezza circa la definizione dei rapporti strutturali di tipo 

causale fra le variabili e della consistenza quantitativa dei coefficienti, e della scelta di quali 

variabili siano più importanti nella caratterizzazione del modello dal momento che 

l’adozione di un numero molto elevato di variabili renderebbe il modello stesso scarsamente 

maneggevole sul piano analitico. Su questo ritorneremo in seguito. Precisato quanto sopra, 

nel secondo capitolo affronteremo una questione fondamentale nel rapporto fra produzione 

globale, riscaldamento globale e più in generale inquinamento, e produttività della forza- 

lavoro: ovvero, la possibilità che si generi un ciclo in un processo continuo di retroazione 

forzata, del tipo che, una volta che l’attività economica generando inquinamento provoca il 

riscaldamento ed altri effetti di natura climatica, ciò comporti un effetto di retroazione 

influenzando negativamente l’attività economica stessa attraverso variazioni della capacità 

produttiva della forza-lavoro. In questo primo capitolo inizieremo con alcune premesse di 

carattere generale, definendo alcuni concetti e strumenti che saranno successivamente 

impiegati nella costruzione dei vari modelli. Alcuni strumenti che analizzeremo in questo 

capitolo, come l’ottimizzazione dinamica, non saranno successivamente impiegati in quanto 

tutto il nostro lavoro non verte su funzioni da massimizzare soggette al vincolo 

rappresentato da una equazione dinamica. Tale strumento viene qui impiegato per una 

semplice dimostrazione di come possa essere costruita una diversa funzione di utilità che 

non comprenda il consumo privato ma l’attività di abbattimento dello stock di inquinante da 

parte del Governo che fornisce servizi ambientali. Fatta questa precisazione, premettiamo 

che abbiamo scelto di lavorare in tempo continuo per ragioni di carattere sia metodologico 

che sostanziale. Da un punto di vista metodologico riteniamo che le equazioni differenziali 

siano meglio trattabili sul piano analitico delle equazioni alle differenze finite. Comunque, 

come è noto, le equazioni non lineari con cui avremo a che fare nella maggior parte dei casi, 

presentano dei limiti praticamente insuperabili di soluzione in forma chiusa. Questo 

ovviamente vale anche per le equazioni alle differenze finite non lineari.  Da un punto di 

vista sostanziale, molte delle variabili oggetto della nostra analisi si prestano ad essere 

studiate in tempo continuo in quanto è la loro stessa dinamica osservata che non sembra 

procedere per intervalli temporali discreti. Per esempio, la dinamica dello stock di 

inquinamento non sembra avere caratterizzazione temporale discreta, ma piuttosto 

continua in quanto frutto della attività economica di produzione e di consumo che si 
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presentano ambedue senza soluzione di continuità. A proposito della scelta fra tempo 

continuo e tempo discreto, sostiene Goodwin: “There are two broad types of dinamical 

equations systems: continous time and discrete time; both have frequently been used in 

economics. The latter arise because there are significant time-lags in an economy. The 

trouble is that these occur in the context of economic activity which is substantially 

continuous, so that one should formulate mixed difference-differential systems (…) Although 

most economic time-series arrive in discrete time, this is irrelevant since the reality is 

continuous: this implies differential equations” (Goodwin, 1990, pag. 1-2). Occorre però 

sottolineare che esprimere la dinamica di una variabile in forma continua o discreta, può 

comportare  dinamiche completamente diverse. Un modello espresso in forma continua che 

presenta stabilità del punto di equilibrio può avere l’equivalente in forma discreta che invece 

è caratterizzato da instabilità. Supponiamo che un modello espresso da una equazione del 

secondo ordine abbia radici ambedue negative ma di cui almeno una maggiore di uno in 

valore assoluto. Allora il modello in forma continua, avrà una dinamica che converge al 

punto di equilibrio, mentre quello in forma discreta divergerà dal punto di equilibrio con 

oscillazioni esplosive. Il primo sarà stabile con il punto di equilibrio che è un attrattore, il 

secondo sarà instabile con tale punto che è ‘repellor’. La ragione di questa differenza di 

comportamento, come sappiamo, è dovuta al fatto che, nelle equazioni differenziali, gli 

autovalori vanno all’esponente del termine esponenziale, mentre nelle equazioni alle 

differenze finite, essi sono alla base. (Shone, 2002, pag. 287). La velocità della convergenza o 

del movimento esplosivo, dipende dalla dimensione quantitativa degli autovalori. Riguardo 

al modello Lotka-Volterra che analizzeremo nel secondo capitolo, come avremo modo di 

constatare, il modello base  genera sempre un punto di sella per autovalori del jacobiano 

calcolati nel punto di equilibrio della soluzione nulla per le due variabili (0,0), mentre genera 

sempre un ciclo per l’altra coppia di autovalori relativi al punto di equilibrio diverso da zero, 

in quanto si hanno radici puramente immaginarie. L’analisi successiva consisterà, pur 

mantenendo la struttura di base del Lotka-Volterra, nell’apportare alcune modifiche 

inserendo nuovi parametri. Come potremo verificare, ciò comporta la possibilità che venga 

alterata la dinamica generata dal modello base, a seconda dei valori numerici attribuiti ai 

coefficienti e ai parametri. Io farò prevalentemente una analisi qualitativa (a parte qualche 

esempio a puro titolo illustrativo), in quanto assumere valori numerici puramente casuali 

avrebbe un significato limitato nella comprensione della dinamica dei vari modelli analizzati. 

In alcuni casi, l’attribuzione di valori numerici ai coefficienti e parametri, è dovuta al fatto 

che la soluzione analitica, seppur possibile, si presenta estremamente voluminosa e di 

difficile lettura. Allora, l’adozione di coefficienti numerici riduce di molto la voluminosità 

della soluzione permettendo una lettura ed interpretazione più agevole, sempre però 

tenendo conto che allora occorrerebbe fare molte simulazioni con valori diversi e verificare 

se questo comporti cambiamenti radicali nel sentiero dinamico delle variabili analizzate. Ciò 

può consistere in una enorme mole di lavoro prima di poter individuare i valori-soglia che 

comportano una biforcazione nella dinamica del sistema e, quindi, il passaggio da una 

dinamica stabile ad una instabile e viceversa, ammesso che tali valori-soglia esistano.  E’ 

chiaro, comunque, che i risultati in forma analitica, quando questa non sia tale da rendere 
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non agevole, se non impossibile, la sua lettura, sono molto più generali e ci permettono di 

individuare tali valori-soglia per certi parametri per i quali si hanno punti di biforcazione, 

ovvero dove il sistema cambia radicalmente la sua evoluzione dinamica.  La ragione per cui 

viene utilizzato un modello Lotka-Volterra è che esso si presta bene all’analisi di un tipo di 

dinamica in cui una variabile influenza direttamente l’altra la quale, a sua volta, retroagisce 

influenzando la prima in un processo continuo tipo preda-predatore come nel modello 

originario di interazione tra due popolazioni biologiche, dove la sopravvivenza e la 

riproduzione dell’una dipende dall’altra e viceversa. La non linearità del modello riflette poi 

bene il fatto che molti fenomeni in economia sono di natura non lineare e quindi, modellarli 

in una struttura lineare, comporterebbe fare una analisi superficiale del fenomeno che 

vogliamo analizzare e, soprattutto, limitare la possibilità di sperimentare un ampio ventaglio 

di possibili comportamenti dinamici del sistema che i sistemi lineari non presentano. 

Sostiene Abraham: ”Economic systems exhibit ubiquitous complex dynamics evidenced by 

large-amplitude and aperiodic fluctuations in economic variables such as foreign exchange 

rates, gross domestic product, interest rates, production, stock market prices and 

unemployment. Traditionally, economists have studied economic dynamics using the 

Newtonian approach by treating the economic fluctuations as linear perturbations near the 

equilibrium. The linear approach is valid only for small-amplitude fluctuations and cannot 

describe the complex characteristics of large-amplitude and aperiodic economic fluctuations. 

Large-amplitude fluctuations in economic and financial systems are indications that these 

systems are driven far away from the equilibrium whereby the non-linearity dominates the 

system behavior; aperiodic economic and financial fluctuations are manifestations of chaos 

intrinsic in a complex system. Hence, a non-Newtonian approach based on non-linear 

dynamics is required to understand the nature of complex economic dynamics” (Abraham e 

Chian, 2007, pag. 1). Ancora Shone “Linearity, far from being the norm, is the exception. 

Linear economic models lead to unique equilibrium points, which are either globally stable 

or globally unstable. On the other hand, non linear systems can lead to multiple equilibria 

and hence, local stability and instability. However, non linear system also tend to lead to 

complexity. Until the development of chaos theory, there was little formal way of handling 

complex systems” (Shone, cit. pag. 287). Occorre inoltre distinguere fra soluzione puramente  

matematica di un sistema e suo significato economico, in quanto soluzioni perfettamente 

ammissibili sul piano matematico, possono avere un senso non logico da un punto di vista 

strettamente economico. Questo significa, per esempio, che se noi abbiamo un sistema i cui 

autovalori sono positivi, il sistema evidenzia una crescita illimitata delle variabili per un 

tempo infinito, il che sembra, oggettivamente, fuori dalla realtà se si considera che abbiamo 

a che fare con variabili di natura economica. Sarebbe illogico ammettere ed accettare una 

crescita continua della forza-lavoro, o del reddito nazionale ecc. Esistono vincoli di varia 

natura che impediscono che tale dinamica si perpetui all’infinito e che ad un certo punto ne 

limitano la crescita delineando dinamiche diverse. Questo aspetto è ben sottolineato da Puu: 

”We should always see unlimited growth as an anomaly in any model of reality, physical or 

social (…) Locally in time a process can of course involve almost exponential growth in a 

phase of transition from a state that turned unstable, but this must sooner or later give way 
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to damping as a stable attractor (point, cycle, or even strange) is approached (…) All real 

process of change involve divergence from un unstable attractor, followed by convergence 

to some new stable attractor. Such process can, however, not be produced by linear 

models” (Puu, 2003, pag. 503 e seg.). Tornando al problema della non-linearità, per il 

sistema economico-ambientale che, data la notevole incertezza sugli scenari futuri, sembra 

presentare ampie oscillazioni intorno a valori  medi, l’approccio analitico attraverso semplici 

strutture lineari non sembra il più idoneo. Il fatto di utilizzare modelli non lineari, anche se 

più attinente alla realtà, comporta però anche degli svantaggi sul piano analitico, in quanto 

la natura non lineare delle equazioni differenziali, come abbiamo già detto sopra, non le 

rende risolvibili in forma chiusa, salvo alcuni casi particolari, anche se possono essere risolte 

per via grafica o numerica (Heck, 2003). Ciò comporta fare ricorso ad una linearizzazione del 

sistema la cui soluzione permette solo di trarre conclusioni in merito al sistema originale non 

lineare solo nell’intorno del punto di equilibrio delle variabili. E questo non sempre, perché 

se gli autovalori del jacobiano del sistema linearizzato valutato nel punto di equilibrio sono 

puramente immaginari con parte reale zero, non siamo in grado di trarre conclusioni sulla 

dinamica del sottostante sistema non lineare nemmeno nell’intorno del punto di equilibrio. 

Non sappiamo se il modello non-lineare avrà una dinamica tipo un centro o un fuoco. Il 

modello Lotka-Volterra, come avremo modo di vedere, presenta invece un’eccezione a 

questo principio. Secondo Brock e Malliaris “The non-linear system cannot be studied 

conclusively by computing the eigenvalues of its linearization. It is clear that the non-linear 

part plays a critical role. More specifically, the eigenvalues of the linearization can be 

computed to be ±i  from which we can only conclude the stability of the 0-solution of the 

linear system” (Brock e Malliaris, 1996, pag. 97). Un sistema non lineare può avere per la 

parte lineare una dinamica stabile, ma non strutturalmente stabile (es. un centro), e quindi 

dalla linearizzazione non siamo in grado di dedurre se il sistema complessivo avrà una 

dinamica tipo centro o fuoco, mentre il sistema globale compresa la parte non lineare può 

presentare una dinamica asintoticamente stabile. E’ quindi chiaro come la parte non lineare 

può contribuire a definire una dinamica diversa da quella del sistema linearizzato (Brock e 

Malliaris, cit. pag. 72 e seg.). Per meglio comprendere questo punto, utilizziamo lo stesso 

esempio analizzato dai due autori. Il sistema, in due variabili x e y,  è il seguente: 

(1.1) 

  

  
            

  

  
             

Il solo punto di equilibrio del sistema è  dato dall’origine degli assi (x,y) = (0,0) ed il sistema 

linearizzato valutato al punto di equilibrio, dà autovalori puramente immaginari, cioè   . 

Con tali autovalori, la dinamica del sistema linearizzato è caratterizzata un centro, ma come 

vedremo anche in seguito in modo più dettagliato,  la dinamica del  sistema completo è 
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caratterizzata da un fuoco stabile. Il diagramma di fase della parte lineare del sistema è dato 

da: 

                                          

Come è agevole rilevare, il sistema mostra un ciclo che si ripete all’infinito senza né 

esplodere né convergere. La differenza di ampiezza dei cerchi dipende solo dalle condizioni 

iniziali imposte sulle variabili che compongono il sistema. Il diagramma di fase dell’intero 

sistema mostra invece una dinamica completamente differente. Essa infatti è: 

                                     

                                          

Il sistema mostra invece ora una dinamica,tipo fuoco stabile, che converge con oscillazioni 

smorzate verso il punto di equilibrio che è dato dall’origine. In seguito vedremo invece come 

per il sistema Lotka-Volterra, la dinamica per il punto di equilibrio non nullo, è un centro 

anche per l’intero sistema non-lineare. Comunque vi possono essere anche altre situazioni, 

oltre al modello Lotka-Volterra, in cui un centro che si verifica per un sistema linearizzato, 

vale anche per il sistema non-lineare. L’esempio è tratto da Hirsch-Smale-Devaney. Il sistema 

è un sistema Hamiltoniano che è di tipo conservativo: 
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(1.2) 

  

  
   

  

  
       

Tale sistema ha tre punti di equilibrio: [ x0, y0] = [0,0],  [ x1, y1] = [1,0],  [ x2, y2 ] = [-1,0]. Il 

primo punto di equilibrio fornisce autovalori     ed abbiamo un punto di sella. Per il 

secondo e terzo  abbiamo autovalori     , e quindi almeno per il sistema linearizzato 

abbiamo un centro. Comunque esso rimane un centro anche per il sistema non-lineare. Ciò è 

possibile verificalo mediante il diagramma di fase: 

                                                    

E’ agevole verificare che l’origine è un punto di sella, mentre gli altri due  punti di equilibrio 

corrispondono ad un centro. (Hirsch-Smale-Devaney, 2013, pag. 207-208). Quindi, la tecnica 

della linearizzazione non sempre fornisce risultati utili per la interpretazione del generale 

sistema non lineare anche nell’intorno del punto di equilibrio e quindi non è applicabile il 

teorema Hartman-Grobman. Tale teorema stabilisce che, se gli autovalori di un sistema 

linearizzato sono reali oppure complessi ma con parte reale non nulla, allora la dinamica del 

sistema linearizzato può essere estesa al sistema originale non lineare almeno nell’intorno 

del punto di equilibrio. La presenza di almeno un autovalore nullo non rende applicabile tale 

teorema e quindi, dalla linearizzazione, non siamo in grado di trarre conclusione sulla 

dinamica del sistema originale nemmeno a livello locale. Per esempio, con autovalori 

puramente immaginari, non sappiamo se anche il sistema originale avrà una dinamica tipo 

centro o fuoco. Tuttavia , come vedremo, basta la presenza di almeno un autovalore positivo 

per definire il sistema non stabile anche se tutti gli altri autovalori fossero uguali a zero con 

la conseguente inapplicabilità del teorema Hartman-Grobman. Tale questione sarà 

analizzata più approfonditamente in seguito, quando faremo ricorso in modo continuo alla 

linearizzazione di sistemi non lineari. Un modo più generale di analisi qualitativa di un 

sistema di equazioni differenziali non lineari, può essere effettuato mediante il secondo 

metodo, o metodo diretto, di Lyapunov, che permette di giungere ad una valutazione sulla 

stabilità o meno di un sistema senza ricorrere alla soluzione esplicita del sistema stesso. 

L’aspetto più complicato di tale metodo è l’individuazione della apposita funzione di 

Lyapunov. Esiste comunque un metodo per individuare tale funzione che, anche se laborioso 



 

19 
 

nella sua determinazione, non presenta particolari difficoltà concettuali ed analitiche (Brock 

e Malliaris, cit. pag. 100-106). Tornando al tema specifico del nostro lavoro, il problema della 

non-linearità del sistema climatico viene sottolineato con forza da  Heal e Kristrom, in merito 

alla possibile irreversibilità di cambiamenti climatici: “The climate change is a complex non-

linear dynamical system and like most such systems has several possible equilibrium states 

or attractors. Each has a basin of attraction – a set of initial conditions within which it is 

stable, in the sense that if the initial conditions are within the basin then the system moves 

to that equilibrium. Stresses on the system, such as human changes to the mix of gases in 

the atmosphere, could possibly move the climate system from one basin of attraction to 

another. Moving from one configuration of the Gulf Stream to another would be an example 

of this. Once the system is in a new basin of attraction it is not obvious that we could move it 

back to the original, so such a change may be irreversible” (Heal e Kristrom, 2002, pag. 10). 

Nel prosieguo del nostro lavoro, in alcuni casi, utilizzeremo però anche alcune formulazioni  

lineari in quanto tale modellizzazione non sembra modificare in modo sostanziale le 

conclusioni sulla dinamica temporale delle variabili oggetto della nostra analisi. Un’altra 

ragione per la quale abbiamo adottato un modello Lotka-Volterra è che, nella parte di 

letteratura da noi analizzata, non abbiamo trovato un’applicazione di tale modello all’analisi 

del fenomeno che vogliamo studiare. Sulla questione della generazione del ciclo occorre 

comunque sottolineare che si tratta di una ipotesi di lavoro non facile da verificare e, come 

faremo rilevare in seguito, ammesso che si verifichi, richiede tempi sicuramente  lunghi e 

probabilmente anche la necessità di presupporre, fra le altre ipotesi, sempre la piena 

occupazione della forza-lavoro. Su questo argomento torneremo successivamente. Il nostro 

lavoro non è limitato all’analisi del modello Lotka-Volterra base e di alcune sue varianti che 

ne mettono in evidenza l’instabilità strutturale quando accanto agli elementi base stessi 

vengono introdotte alcune varianti. L’analisi dinamica condotta nel terzo e quarto capitolo 

avviene al di fuori di una struttura Lotka-Volterra in quanto, ciò a cui siamo interessati, è 

mettere in evidenza alcune peculiarità dei modelli integrati economia-ambiente per le quali 

si richiedono altre formulazioni delle relazioni causali fra le variabili del sistema. Questi 

modelli saranno dettagliatamente analizzati in seguito. Come faremo rilevare nella parte 

introduttiva del terzo capitolo, c’è comunque un filo comune che lega soprattutto il secondo 

e il terzo capitolo stesso, anche se la configurazione dei modelli è strutturalmente diversa.  A 

conclusione di questa premessa, un’altra questione da tenere presente è che, lavorare in 

ambito deterministico, non permette di incorporare nel modello l’elemento incertezza. 

Operare in ambito stocastico implica, ovviamente, che anche lo strumento delle equazioni 

differenziali ordinarie non è più adatto ad analizzare i fenomeni studiati, ma occorre 

utilizzare le equazioni differenziali stocastiche. Nel quinto capitolo  cercheremo di estendere 

l’analisi anche a questo aspetto del problema, elaborando alcuni modelli in forma stocastica 

e cercando di evidenziare le differenze e le analogie fra la dinamica stocastica e il caos 

deterministico.     
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1.2 Concetti generali e strumenti metodologici (2) 

Tornando al tema centrale affrontato nel prossimo capitolo ma anche in relazione a molti 

temi affrontati anche nei successivi capitoli, una questione fondamentale da definire è come, 

una volta che l’attività economica generando inquinamento provoca il riscaldamento, tale 

effetto retroagisca influenzando l’attività  economica stessa in un continuo processo di 

retroazione forzata. Anche questo aspetto non è facilmente incorporabile in un modello in 

quanto, accettato il principio generale, si tratta di definire il legame strutturale fra le 

variabili. La questione è assai complessa in quanto si tratta di definire tali legami per 

elementi che sono tutti collegati fra loro. In primo luogo occorre individuare il  rapporto fra 

l’attività produttiva e l’emissione di sostanze inquinanti. In secondo luogo diventa 

fondamentale l’analisi di come l’emissione di tali sostanze influenzi la dinamica dello stock di 

inquinante che si accumula e che dipende da una serie di elementi che in parte accrescono 

tale stock e in parte lo diminuiscono. La dinamica di tale stock influenza a sua volta le 

variazioni climatiche che, quindi, comportano un certo danno sulla attività economica anche 

se, in qualche caso, si sostiene che possono apportare anche alcuni benefici, per lo meno 

nella fase iniziale in cui inizia il processo di aumento della temperatura e, relativamente, ad 

alcune zone del pianeta dove le basse temperature possono comportare problemi di salute 

per le popolazioni. “The initial benefits arise partly because more carbon dioxide in the 

atmosphere reduces ‘water stress’ in plants and may make them grow faster. In addition, 

the output of global economy is concentrated in the temperate zone, where warming 

reduces heating costs and cold-related health problems. Although the world population is 

concentrated in the tropics, where the initial effects of climate changes are probably 

negative, the relatively smaller size of the economy in these areas means that at least over 

the interval of small increases in global temperatures, gains for the high-income areas of the 

world exceed losses in the low-income areas (...) However, this pattern should be 

interpreted with care. Even if, initially, economic impacts may well be positive, it does not 

follow that greenhouse gas emissions should be subsidized. The climate responds rather 

slowly to changes in greenhouse gas emissions. The initial warming can no longer be 

avoided; it should be viewed as sunk benefit“ (Tol cit. pag. 34).  In ultima analisi, accettato il 

principio della produzione del danno, si tratta di incorporare tale danno in una funzione di 

produzione che descrive il livello dell’output globale. Gran parte dei modelli analizzati 

incorporano un parametro che agisce in modo negativo sul livello della produzione in quanto 

tale parametro riflette il livello del riscaldamento globale e, più in generale, dello stock di 

inquinante accumulato. Quale sia la dimensione quantitativa di tale parametro è molto 

difficile da stimare. La specifica questione del determinare tale dimensione non è compito di 

questo lavoro, in quanto il nostro obbiettivo si limita soltanto ad analizzare gli effetti 

economici del fenomeno del riscaldamento globale e più in generale dell’inquinamento. Vi 

sono molti lavori che cercano di definire il modo in cui si possa individuare un parametro che 

incorpori la cosiddetta  funzione del danno, ovvero il modo con cui sia possibile definire un 

collegamento diretto fra il riscaldamento globale e il livello dell’output globale. (Weitzmann, 

2009 – Nordhaus e Boyer, 2000 – Conrad e Clark, 1987). Esistono infatti problemi di varia 
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natura in merito. Qual è l’esatta forma e intensità che lega l’emissione di sostanze inquinanti 

all’aumento della temperatura media?  In che modo l’aumento della temperatura influisce 

sulla dinamica dell’output globale? Quali sono i tempi perché tali processi si verifichino, una 

volta ammesso che si verifichino realmente? Una forma di funzione danno proposta in 

Ackerman  (Ackerman,  2007, pag. 10), è la seguente: 

(1.3) 

      

dove D è il danno o come ammontare monetario o come frazione dell’output, T è la 

differenza fra la temperatura attuale e quella pre-industriale o un anno base e   è 

l’esponente della temperatura, ovvero la sensibilità del danno alla temperatura stessa, k è 

un coefficiente di scala che può ampliare o smorzare l’effetto dell’aumento della 

temperatura sul danno complessivo. Potremmo definirlo o come un coefficiente che riflette 

il livello di sviluppo tecnologico nell’abbattimento degli effetti del riscaldamento globale, o 

come il livello a cui si effettua una politica di abbattimento delle emissioni da parte del 

Governo etc. Quanto più è piccolo, quanto minore è l’effetto di T su D. Come sostiene 

Ackerman, non c’è nessun esperimento che determini il valore corretto di  ;  esso è un 

valore assunto, non osservato, ma la sua assunzione è di importanza critica. Assumere un 

valore basso o elevato, comporta però stime del danno completamente differenti, con 

conseguenti azioni di politica economica di intensità diverse a seconda dell’entità del danno 

stimato1. La sua definizione in termini quantitativi acquista quindi un ruolo cruciale, non solo 

nella scelta degli strumenti più appropriati per l’abbattimento e il contenimento delle 

emissioni entro certi livelli ritenuti sostenibili (carbon-tax, permessi di emissione negoziabili, 

controlli diretti in forma di comandi e divieti, oppure un mix di tali strumenti) ma anche nella 

definizione quantitativa di tali strumenti (livello di imposizione della carbon-tax, numero di 

permessi negoziabili, etc.).  Una funzione danno un po’ diversa è proposta in Greiner-Grune-

Semmler (Greiner-Grune-Semmler, 2010, pag. 63 e seg.) ed è del tipo seguente: 

(1.4)                                                   

                  

Dove a1 e Ψ sono parametri maggiori di zero e (T-T0) rappresenta la differenza fra la 

temperatura attuale e la temperatura a livello pre-industriale. Essi assumono una funzione di 

produzione del tipo: 

(1.4A) 

       

che, utilizzando la (1.4), diventa: 
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(1.4B) 

  
   

              
 

E’evidente come un aumento di (T – T0), faccia diminuire l’output Y. La derivata di Y rispetto 

a (T – T0) è data da: 

(1.4C) 

  

       
  

           

                              
 

che è negativa dato che tutti i coefficienti sono positivi e la differenza (T - T0) è anch’essa 

definita positiva. Il modello completo, che qui non riproduciamo, consta di tre equazioni 

dinamiche, una per il livello dello stock di inquinante presente nell’atmosfera, una per il 

livello dello stock di capitale, e l’altra che definisce la dinamica del livello della temperatura. 

Il modello viene risolto nell’ambito di una struttura di controllo ottimale dove la funzione da 

massimizzare è una funzione logaritmica del consumo pro-capite scontata. A parte la 

struttura matematica del modello abbastanza complessa, l’indicazione finale di politica 

economica non si discosta da quella della Stern Review: ovvero, viene ribadita con forza, la 

necessità di un intervento pubblico di abbattimento per evitare scenari futuri che 

potrebbero essere catastrofici. Una funzione danno ancora più specifica che tiene conto sia 

del livello della temperatura atmosferica che dei costi di abbattimento, viene formulata da 

Nordhaus nel modello DICE 94, che però riflette anche un particolare atteggiamento 

ideologico nei confronti del problema del riscaldamento globale. Seguiamo qui la 

formulazione presentata in Smirnov (Smirnov,  2005, pag. 2 e seg.). Innanzitutto la funzione 

di produzione si articola su uno schema Cobb-Douglas: 

(1.5)                                                             

                          

Il primo termine sulla destra rappresenta la funzione danno, il secondo un parametro che 

indica lo stato della tecnologia, mentre gli altri hanno il significato usuale. La funzione danno 

viene così specificata: 

(1.6)                                                        

     
         

   

            
   

 

Essendo i secondi termini al numeratore e al denominatore entrambi positivi, è evidente 

come la funzione danno sia minore di uno e vada a ridurre la scala di produzione quando 

moltiplicata alla funzione di produzione stessa. In questa espressione, µ(t) rappresenta il 

costo di riduzione delle emissioni, TU(t) la temperatura dell’atmosfera, b1 e b2 sono 

coefficienti il primo di scala e il secondo di sensibilità della riduzione dell’output dovuta ai 
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costi di mitigazione,    e    sono anch’essi rispettivamente coefficienti di scala e di 

sensibilità della riduzione dell’output dovuta alla temperatura atmosferica. Sulla logica del 

denominatore della funzione danno, non credo ci siano obiezioni da fare, in quanto un certo 

livello della temperatura influisce in modo negativo sulla produzione complessiva come 

avremo modo di vedere ampiamente in seguito anche in base ad una vasta letteratura 

sull’argomento. Per quanto riguarda il numeratore della funzione credo si debbano fare 

alcune osservazioni specifiche in merito. Innanzitutto che i costi di mitigazione rappresentino 

impiego di risorse è abbastanza evidente. Il punto cruciale è analizzare da dove provengano 

queste risorse. Supponiamo che l’attività di mitigazione venga svolta dal Governo, 

finanziandola attraverso l’emissione di titoli pubblici con scadenza a lungo termine che 

potremmo definire ‘green bonds’, verso i quali venga indirizzato risparmio inutilizzato (per 

esempio dalle banche). E’ evidente come finanziare questi costi di mitigazione mediante tale 

strumento, non rappresenti un elemento di diminuzione dell’output prodotto. Anzi, tale 

attività di mitigazione che comporterà, magari non a breve termine, una riduzione nello 

stock di inquinante con stabilizzazione della temperatura, avrà sicuramente effetti benefici 

sull’attività produttiva anche se resta incerto il tempo e la consistenza di tali benefici. In 

parte saranno le future generazioni a sostenere il peso degli oneri del prestito, ma questo 

non è eticamente riprovevole in quanto saranno proprio le future generazioni che trarranno 

i maggiori benefici da un miglioramento climatico, considerando che gli effetti di tale 

mitigazione sono molto lenti a verificarsi. Su questo  aspetto Foley è molto esplicito: ”The 

finance of mitigation by borrowing also ensures that the monetary costs of mitigation will be 

paid by future generations, who will also be the main beneficiaries of climatological 

investment” (Foley, 2007, pag. 4). Tuttavia, anche operando attraverso i soggetti privati con 

il Governo che impone, ad esempio, una carbon tax sulle emissioni si può in parte o in tutto 

evitare una riduzione complessiva dell’output. Se  le imprese soggette al pagamento di tale 

tassa riducono l’output  (e ciò, come vedremo, non è affatto scontato, in quanto le imprese 

potrebbero preferire pagare la tassa e continuare nello stesso livello di produzione 

dell’output) per evitare di pagare la tassa e restare nei limiti imposti delle emissioni, allora 

l’impiego dei proventi dei ‘green bonds’ in attività di abbattimento che producano servizi 

ambientali di standard qualitativamente elevato, può compensare la diminuzione della 

produzione di beni tradizionali. Oppure con questi proventi si potrebbero finanziare anche 

attività private con il vincolo di impiegare tecnologie non inquinanti sia per innovazioni di 

processo che di prodotto. Questo può comportare una diversa struttura qualitativa nella 

composizione dell’output globale, che può consistere nella produzione di nuovi beni che 

provengono da processi produttivi non inquinanti e nella cessazione o diminuzione della 

produzione di beni che invece originano da processi produttivi che emettono grandi quantità 

di CO2. Questo non è certamente riprovevole, semmai è fortemente auspicabile. E’ evidente 

come il miglioramento delle condizioni ambientali non possa prescindere anche da una 

modificazione nella struttura della composizione qualitativa dell’output complessivo. Questo 

non è un problema solamente economico, in quanto implica anche un aspetto culturale, 

ovvero l’accettazione  di modi e forme di consumo molto diverse da quelle seguite fino ad 

oggi, ed in cui anche il consumo di servizi ambientali di elevato livello qualitativo diventa una 
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componente fondamentale della funzione di utilità sia soggettiva che aggregata. Quindi, il 

modo di esprimere la funzione del danno come sopra, considera i costi di mitigazione come 

una sottrazione netta di risorse alla produzione complessiva e non, invece, come una sorta di 

investimento che può comportare feedbacks positivi sull’intero sistema produttivo, anche se 

non nell’immediato come abbiamo fatto rilevare in precedenza. Strutturare la funzione 

danno come nel modello DICE94 implica una concezione ideologica di breve periodo e quindi 

conservatrice, nell’atteggiamento verso la funzione delle spese di mitigazione e, in generale, 

nei confronti di una diversa articolazione qualitativa del sistema economico-sociale. Non è 

comunque facile definire una funzione più o meno esatta del danno data la notevole 

incertezza che caratterizza tutta la materia. Probabilmente occorrerebbe considerare un 

numero infinitamente grande di variabili che però renderebbero tale funzione scarsamente 

gestibile sul piano pratico e analitico. Detto questo, e nonostante le difficoltà fatte rilevare 

sopra sulla forma strutturale che a tali effetti deve essere data, un tentativo seppur parziale 

di analisi,  potrebbe essere quello di collegare gli effetti negativi del riscaldamento globale 

sulla produttività del lavoro. Alcuni autori (Kjellstrom, Kovats ed altri, 2008, pag. 1-22), 

hanno messo in  evidenza tale fenomeno analizzandolo sotto due scenari diversi: uno con 

mitigazione da parte della pubblica autorità, l’altro senza mitigazione. L’analisi condotta per 

periodi temporali di trenta anni ciascuno fino al 2100, mette in evidenza come, con tutte le 

cautele del caso e le possibili altre variabili da tenere in considerazione, alcune aree del 

mondo potrebbero essere soggette a notevoli riduzioni della capacità produttiva della forza 

lavoro soprattutto sotto lo scenario che non prevede attività di mitigazione. Gli autori 

considerano una elasticità dell’output globale di 0.75 rispetto all’impiego di forza lavoro, 

deducendone che ogni diminuzione della capacità produttiva del lavoro stesso dell’1% 

significhi una diminuzione dell’output dello 0.75%. E ancora: “As the planet warms, 

thresholds regulated in International and National occupational standards are increasingly 

surpassed. Unless measures are taken, more hours of work will be needed to accomplish the 

same tasks, or more workers to achieve the same output. Thermally optimal working 

conditions increase productivity (...) the global impact of climate change on labour 

productivity is already estimated to cost to world economy 300 billion dollars a year-around 

0.5% of global GDP. It is overwhelmingly the single most significant negative impact included 

in this assessment. Hot and humid tropical and sub-tropical countries of Africa, Asia, Latin 

America, and the Pacific are already severely affected. The greatest total losses affect the 

world’s major emerging economies: China, India, Indonesia, and Mexico, whose 

development due to labour productivity set-backs alone could be impeded by more than 200 

billion dollars a year by 2030, when China and India’s annual losses could approach half a 

trillion dollars each” (Dara, 2009, pag. 138-139). Uno studio pubblicato da Lin e Chan su 

Taiwan, mostra come  il riscaldamento globale provochi il cosiddetto “heat stress” sui 

lavoratori soprattutto nei settori come le costruzioni, l’agricoltura e la pesca e anche in  altri 

settori dove i lavoratori svolgono la loro attività prevalentemente al chiuso ma in locali non 

adeguatamente refrigerati. Ciò ha riflessi importanti sulla salute e quindi sulla produttività 

dei lavoratori (Lin e Chan, 2009).  Occorre  rilevare che, per quanto mi sia dato di conoscere, 

non sono molti gli studi che collegano il riscaldamento globale alla produttività del lavoro. 
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Dato invece che molti studi collegano il riscaldamento globale alla riduzione dell’output 

globale in percentuali diverse a seconda degli scenari futuri ipotizzati sulla consistenza 

dell’aumento della temperatura media, in questo quadro generale di riduzione dell’output 

complessivo non è poi molto azzardato ipotizzare, per via deduttiva, anche una diminuzione 

nella produttività della forza lavoro per lo meno in aree geografiche e per tipi di lavoro nei 

settori produttivi che abbiamo individuato in precedenza, dovuto molto probabilmente al 

peggioramento delle condizioni di salute per dover lavorare in ambienti eccessivamente 

esposti al calore. Una analisi dettagliata del rapporto fra ambiente, condizioni di salute della 

popolazione e crescita economica è svolta in Vercelli e Borghesi. In particolare: ”Migliori 

condizioni di salute della popolazione favoriscono in generale la crescita economica del 

paese, soprattutto in quelli poveri in cui la diffusione delle malattie impedisce il decollo 

dell’economia. Ma l’aumento dell’attività economica può danneggiare l’ambiente qualora si 

traduca in un semplice incremento della scala di produzione del paese e non sia 

accompagnato dallo spostamento verso settori e tecnologie meno inquinanti. Questo è 

quanto avviene spesso nei paesi in via di sviluppo dove le prime fasi della crescita sono 

generalmente caratterizzate dall’impiego di tecnologie arretrate e dalla specializzazione in 

produzioni ad alto impatto ambientale”. E ancora: ”L’analisi avanzata nel lavoro suggerisce 

alcune considerazioni che ci sembra importante sottolineare. In primo luogo, la letteratura si 

è concentrata finora per lo più sull’impatto che la crescita economica ha sul degrado 

ambientale. Tuttavia i legami causali qui esaminati suggeriscono che il degrado ambientale 

può a sua volta influenzare la crescita economica poiché causa un peggioramento delle 

condizioni di salute della popolazione che incide sulla variazione del suo reddito. Ciò 

sottolinea l’esistenza di un legame bidirezionale tra ambiente e crescita economica, 

generalmente sottovalutato nella letteratura, che mette in luce ulteriori costi economici del 

degrado ambientale oltre a quelli derivanti dalla perdita di produttività delle risorse naturali” 

(Vercelli e Borghesi, 2005, pag. 200-201). A questo elemento di bidirezionalità è possibile 

dare una struttura tipo Lotka-Volterra. Il peggioramento delle condizioni ambientali, fra cui il 

riscaldamento globale, incide sulle condizioni di salute della popolazione che, di 

conseguenza, comporta una incidenza sulla crescita economica attraverso anche, molto 

probabilmente, una diminuzione nelle capacità lavorative della forza-lavoro occupata. Tali 

effetti bidirezionali sistema economico-sistema ambiente vengono sottolineati anche in 

Edwards, Greppin ed altri, ed il ragionamento non è dissimile da quello visto in precedenza: 

”The introduction of anthropogenic forcing has raised the levels of CO2 higher than at any 

time in the last 400000 years, creating a coupled system in which changes in climate may 

feedback on the socio-economic system causing both monetary losses and almost 

unquantifiable damage to ecosystems, while climate-induced changes in the economy may 

feedback on climate change itself” (Edwards-Greppin-Haurie-Viguier, 2005, pag. 2).  

Definiamo ora tutta un’altra serie  di concetti e strumenti essenziali per l’analisi successiva. 

Essi vengono definiti a livello generale, mentre nel seguito del lavoro essi saranno inseriti nei 

singoli modelli con specifiche funzioni. Innanzitutto occorre dire che i simboli adottati nel 

corso del nostro lavoro per i coefficienti e parametri, hanno in alcune parti del testo 

significato diverso, in quanto i numerosi modelli analizzati necessitano anche di un numero 
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notevole di simboli. Ovviamente, ogni volta che viene formulato un modello, il significato dei 

vari simboli viene opportunamente specificato in modo da non ingenerare confusione fra 

significati diversi che lo stesso simbolo ha nel contesto di modelli diversi. Inoltre, nei modelli 

costituiti da equazioni differenziali, per le variabili che compaiono sulla parte destra delle 

singole equazioni, è stato eliminato il suffisso t  per renderne meno pesante la lettura. Del 

resto molti testi di dinamica adottano questa formulazione. Resta sottinteso che, quando 

per una variabile non esiste nello specifico modello la relativa equazione dinamica, la sua 

presenza nel modello deve essere intesa come un parametro assunto esogenamente al 

modello stesso. Precisato quanto sopra, iniziamo definendo  l’offerta di forza-lavoro in 

termini di unità di efficienza. In assenza di progresso tecnico e di fattori climatici negativi, le 

unità in efficienza di forza-lavoro corrispondono al tasso netto di variazione naturale 

dell’aggregato macroeconomico ‘offerta di forza-lavoro’. Definiamo questo tasso netto come 

r, che supponiamo sia maggiore di zero anche se nulla impedisce, almeno in linea di 

principio, che possa essere negativo. Possiamo quindi scrivere:  

(1.7)                                                                   

  
  
 

   

La soluzione di questa semplice equazione differenziale lineare del primo ordine è: 

(1.8)                                                     
             

Dove L = offerta di lavoro aggregata, con L(0) da specificare secondo opportune condizioni  

iniziali. In questo caso, data l’assenza di qualunque tipo di progresso tecnico e di feedback 

negativi dovuti a fattori climatici, le unità in efficienza corrispondono alle unità 

determinatesi per fattori naturali e sociali. Introducendo questi due ultimi fattori nella (1.7) 

definiamo: 

z = tasso di progresso tecnico labour-augmenting, dato da un progresso tecnico di tipo 

‘learning by doing’ e da uno dovuto al miglioramento tecnologico dei beni capitali usati dalla 

forza-lavoro nel processo produttivo. Chiamiamoli, rispettivamente, z1 e z2. 

g = tasso di diminuzione della capacità produttiva della forza-lavoro dovuto al riscaldamento 

globale ed altri fattori che riflettono lo stock cumulato di inquinante. Allora la (1.7) può 

essere riscritta come segue: 

(1.9)                                                             

  

  
          

con soluzione:          
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(1.10)                                                          

                   

Definendo ora  λ = r + z - g , tasso di variazione netto in unità di efficienza della forza lavoro, 

possiamo scrivere la  (1.10)  come segue: 

  (1.11)                                                            

             

Avremmo potuto incorporare il saggio di diminuzione della capacità produttiva della forza-

lavoro dovuto al riscaldamento globale in z, diminuendo quindi l’effetto netto del progresso 

tecnico. Abbiamo adottato invece questa specifica forma di evidenziare g, in quanto ci 

permette di sottolineare l’importanza che riveste nella costruzione del modello Lotka-

Volterra del prossimo capitolo, e di evidenziare l’esplicito effetto negativo sulla produttività 

globale netta della forza-lavoro. Tornando quindi al valore assunto da λ, è chiaro che è 

influenzato negativamente da g, ovvero dal saggio al quale le capacità lavorative della forza-

lavoro vengono diminuite dalla presenza del riscaldamento globale e di altri effetti negativi 

legati alle variazioni climatiche. Anche in questo caso, come già fatto rilevare in precedenza, 

la linearità dell’equazione dinamica della forza-lavoro espressa o no in termini di unità di 

efficienza può avere, così formulata, solo due sentieri dinamici: o una crescita illimitata se 

l’esponente è positivo o una caduta a zero se esso è negativo. L’unico valore di equilibrio è 

per L = 0, che è stabile solo se λ è negativo. Ambedue le soluzioni dinamiche presentano 

elementi  di non facile accettazione sul piano della logica economica. Una forza-lavoro che 

cade a zero o si espande indefinitamente rappresenta ipotesi fortemente irrealistiche.  Puu 

(cit. pag. 504 e seg.)  sulla scorta del modello di Hotelling, utilizza, dopo una serie di 

elaborazioni, una equazione dinamica finale per la forza-lavoro del quarto ordine con tre 

parametri che rappresentano l’efficienza produttiva, la scala ottimale della produzione, e 

l’accettato standard di vita. L’equazione finale, dove p indica qui la forza-lavoro, assume la 

seguente configurazione (i simboli sono quelli adottati da Puu, e sono riferiti solo allo 

specifico contesto): 

(1.12)                                                       

  

  
                     

Questa equazione dinamica ha quattro punti di equilibrio reali, la cui analisi in termini di 

stabilità, può essere effettuata linearizzando la suddetta espressione ottenendo: 

(1.13)                                                      

                       

Adottando i valori numerici utilizzati da Puu, α = 1,   =   = 3.5,  i quattro punti di equilibrio 

per p sono: [ p1 = 0,  p2 = 1,  p3 = 2,  p4 = 0.5 ], ed inserendoli nella F’, e ricordando che con F’ 

> 0 il punto di equilibrio è instabile e con F’ < 0 è stabile, otteniamo: 
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F’(0) = 1 > 0  -> instabile -> repellor 

F’(1) = 0.5 > 0  -> instabile -> repellor 

F’(2) = -2 < 0  -> stabile -> attractor 

F’(0.5) = -0.375 < 0  -> stabile -> attractor 

Il diagramma di fase della equazione dinamica della forza-lavoro, conferma la stabilità e 

instabilità dei quattro punti di equilibrio:  

 

Come è agevole verificare dalla direzione delle frecce, i punti di equilibrio (0, 1) sono 

repellors ovvero sono instabili, mentre i punti (0.5, 2) sono attractors, ovvero sono punti di 

equilibrio stabili. Questo conferma che i sistemi lineari non hanno una grande varietà di 

sentieri dinamici. Se poi si tratta di sistemi definiti da una singola equazione, la loro linearità 

e per di più se sono del primo ordine, non ammette nemmeno un comportamento ciclico sia 

esso esplosivo o smorzato o che si ripete all’infinito nelle stesse dimensioni.  

Tornando ora al ruolo svolto da g nella (1.9) e successive formulazioni,  dopo questa breve 

digressione, è comunque evidente che l’ipotesi di cui sopra, di per sé valida in linea generale, 

deve essere formalizzata in termini più specifici per stabilire la grandezza di g. Definendo V 

come lo stock di inquinamento accumulato che produce il riscaldamento globale e, quindi, 

V(t) la sua consistenza al tempo t, potremmo scrivere: 

g = f(V)  con  g’(V) > 0  e    g”(V) di incerta definizione. 

Comunque, un valore molto elevato di V potrebbe comportare un andamento crescente del 

tasso di diminuzione della capacità produttiva della forza-lavoro con conseguente valore 

positivo anche della derivata del secondo ordine, che nel caso specifico sta a significare una 

convessità della funzione con accelerazione nella diminuzione della capacità produttiva della 

forza-lavoro stessa. Se non vengono presi provvedimenti di abbattimento dello stock di 

inquinante esistente e di limitazione delle future emissioni, non è improbabile un 

andamento crescente di tale tasso di diminuzione. Per una migliore specificazione del 

legame funzionale suesposto, occorre però anche considerare il tasso di abbattimento 
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dell’inquinamento, che si verifica in seguito ad una attività in tal senso del Governo che, 

almeno in parte, comprime l’effetto di V su g. Una forma funzionale che tenga conto di 

questi due effetti contrastanti fra loro potrebbe essere la seguente:    

(1.14)      

    
  

  
 

dove:   A =  livello di abbattimento da parte del Governo   

µ =  tasso di sensibilità di g ad A 

  V = stock di inquinamento 

  α = tasso di sensibilità di g a V 

con  µ , α, V, A > 0. 

Dalla (1.14) otteniamo i seguenti segni delle derivate parziali: 

  (1.14A)  

           

  

  

  
  

    

  
   

     
  

  
  

       

  
     

  

  
   

     

  
       

  

  
 

    

   
   

Il risultato netto di questo complesso intreccio di effetti non può essere definito a priori. 

Solo l’osservazione sistematica nel tempo può fornire alcune indicazioni più o meno precise 

del legame tra tali variabili. Inoltre, g potrebbe essere sensibile non solo ai valori assoluti 

dello stock di inquinante accumulato e del livello di abbattimento prevalentemente messo 

in atto dal Governo, ma anche dal tasso di variazione di ambedue le variabili. Tralasciando 

questo ultimo aspetto, che sarà ripreso nel terzo capitolo, un modello dinamico lineare 

molto semplice che lega questi effetti potrebbe essere dato dal seguente sistema di 

equazioni (qui g non è influenzato direttamente da A, ma indirettamente dal momento che 

V dipende anche da A), dove si è anche inserita una semplice funzione dinamica del capitale 

(in seguito tale argomento sarà analizzato in modo più dettagliato e approfondito). 

 (1.15)     
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Con: K = capitale impiegato; ρ = coefficiente di produttività del capitale; σ = saggio di 

risparmio;  p = coefficiente di ammortamento del capitale;  µ = tasso di sensibilità di V ad A;  

n = coefficiente di inquinamento (ovvero, livello unitario di emissioni per ogni unità di output 

prodotto); A = livello di abbattimento;    = sensibilità di g a V.  

La soluzione del modello  con alcune ipotesi quantitative sui parametri (assolutamente 

ipotetiche, e tenendo conto di quanto detto in precedenza sull’utilizzo di coefficienti 

numerici), è facilmente determinabile. Si abbiano i seguenti valori dei parametri e 

coefficienti: 

                                                                              

                 

Allora la soluzione è data da: 

(1.16)  

                                                                 

                                

                 
        

  
       

Con i valori numerici adottati , la dinamica temporale delle variabili è la seguente:  

K(t) tende a infinito con t tendente a infinito;  V(t) dipende in modo cruciale dal livello di 

abbattimento A; anche g(t) dipende dal livello di abbattimento. Infatti se noi calcoliamo le 

derivate parziali di V(t) e di g(t) rispetto ad A esse assumono valore negativi. Valori non 

molto diversi dei coefficienti daranno dinamiche più o meno veloci, ma il movimento 

generale qualitativo non dovrebbe, in linea di massima, modificarsi. Questo non è comunque 

sempre certo, e l’affermazione richiede l’adozione di una certa cautela. Una soluzione 

qualitativa del modello, che è possibile in forma chiusa in quanto trattasi di modello lineare, 

permette di fare considerazioni più precise sulla consistenza quantitativa dei coefficienti, 

affinché la dinamica vista sopra non debba modificarsi. Per fare un esempio, se il tasso di 

investimento lordo in nuovo capitale fosse inferiore al tasso di deprezzamento del capitale 

stesso, la dinamica di K si invertirebbe e K tenderebbe a zero per t che tende a infinito, in 

quanto ciò corrisponderebbe ad un tasso di investimento netto negativo, una sorta di ‘cake 

eating’ per lo stock di capitale. E’ evidente che tale ipotesi è solo teorica, in quanto vi deve 

essere un certo livello minimo dello stock di capitale sotto il quale l’intero sistema 

produttivo rischia di sperimentare uno stato di grave irreversibilità. Ma questo è ancora la 

conseguenza di quanto abbiamo detto precedentemente in merito alla limitatezza dei 

sentieri dinamici nei sistemi lineari. La soluzione qualitativa del modello (1.15), permette 

comunque una analisi più accurata della possibile dinamica del modello stesso. Tale 

soluzione è: 
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(1.17) 

                        
             

     
         

      
              

     
         

dove C1,C2,C3, rappresentano costanti da individuare con opportune condizioni iniziali sulle 

variabili del sistema. Risulta chiaro come, definite le condizioni iniziali, due elementi sono 

fondamentali per definire la dinamica del modello e cioè il valore assoluto di (        e  A. 

Come già detto, data questa struttura del modello, il parametro chiave è A. Se l’esponente 

del termine esponenziale è positivo avremo per il capitale un movimento esplosivo (sempre 

tenendo conto della limitatezza dei sentieri dinamici in modelli lineari), mentre per lo stock 

di inquinamento e il tasso di diminuzione della capacità produttiva del lavoro, la dinamica 

dipende anche dal livello assoluto di A e dalla sensibilità ad A. In tale contesto esso diventa 

un parametro di politica economica, in quanto funziona da elemento di controllo per guidare 

g e V verso determinati valori desiderati, ed assume la natura di elemento esogeno al 

sistema e quindi non determinato dalla soluzione del modello stesso. Infatti, come faremo 

anche rilevare nel prosieguo di questo lavoro, per il momento non compare nessuna 

equazione dinamica che descriva l’evoluzione temporale di A. Inserendo la questione 

all’interno di un problema di controllo ottimale, A potrebbe essere identificata come una 

variabile di controllo, in grado di guidare l’evoluzione della variabile di stato che, nel nostro 

caso, potrebbe essere il livello di V, stock di inquinamento, verso un desiderato valore finale 

nell’ambito di un programma di riduzione generale dello stock stesso. Questo problema si 

inserisce in quello che viene definito ‘attainability analysis’ ovvero nella definizione di un 

insieme di valori finali di V potenzialmente raggiungibili manovrando opportunamente A. Per 

ogni valore scelto di A, avremo un valore finale V(T), se T è l’orizzonte terminale del nostro 

generale problema di pianificazione2. La questione può anche essere risolta al di fuori di una 

struttura di controllo ottimale, se non partiamo da nessun integrale da massimizzare. 

Supponiamo, semplificando al massimo e senza avere una equazione che definisce il livello 

dell’attività economica, di avere la seguente semplice equazione dinamica che descrive 

l’evoluzione temporale dello stock di inquinante V(t). Per maggior semplicità consideriamo 

anche che sia lineare in A. Quindi abbiamo: 

(1.18)                                                                  

  

  
           

Dove:  a = tasso di accrescimento di V dovuto all’attività del sistema economico, e quindi alle  

                   nuove emissioni.       

            b = tasso naturale di auto-smaltimento dello stock di inquinante da parte   

                   del sistema ambiente. 



 

32 
 

            V = stock di inquinante accumulato. 

            A = livello dell’abbattimento da parte del Governo 

            µ = sensibilità di V ad A. 

La soluzione della suddetta equazione ci permette di fare alcune considerazioni. Tale 

soluzione è data da: 

(1.19)                                                   

     
  

   
              

  

   
  

Il primo termine sulla destra rappresenta il valore di equilibrio di V, mentre il termine fra 

parentesi rappresenta la divergenza iniziale fra il valore iniziale dello stock di  inquinante e il 

valore di equilibrio. La convergenza al valore di equilibrio avviene solo se b > a , ovvero solo 

se il tasso naturale di auto-smaltimento da parte del sistema naturale  supera il tasso a cui si 

produce nuovo inquinamento. Ma se la ragione economica per un intervento del Governo in 

abbattimento o mitigazione è che il sistema naturale non riesca ad assorbire tutto 

l’incremento dello stock di inquinante dovuto all’attività produttiva e di consumo, allora b < 

a e quindi il punto di equilibrio è instabile. 

Con alcuni valori ipotetici di                             , otteniamo la 

seguente soluzione della suddetta equazione differenziale: 

(1.20)                                                          

          
 

   
         

La derivata di V rispetto ad A è negativa per qualunque valore di  t > 0. Infatti abbiamo: 

(1.21)                                                              

  

  
     

 
    

E’ chiaro come manovrando opportunamente A e considerando V(t) come un obbiettivo  da 

raggiungere, A diventa una variabile di controllo cruciale. La soluzione in termini simbolici 

dell’equazione sopra per A è data da: 

 

(1.22)                               

 

  
                                 

             
 

La soluzione numerica in base ai coefficienti da noi utilizzati è data invece da: 
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(1.23)                                               

 
  

 

 

         
 

   

 
 

     
 

Inserendo il valore di V(t) obbiettivo e il valore di t al quale l’obbiettivo deve essere 

raggiunto, otteniamo il valore di A necessario per il raggiungimento di V(t) al tempo t. Per 

esempio, se volessimo un valore V(10) = 45, dovremmo adottare un valore di A = 

48.77082988, per V(10) = 43 il valore di A sarebbe 58.27916183 e via di seguito. E’ possibile  

stabilire anche il valore necessario di A per cui ad una certa data lo stock di V  sia azzerato.  

Con i valori numerici ipotizzati in precedenza otteniamo: 

(1.24)                                                                    

  
   

 
   

 
 

     
 

Inserendo un valore di t otteniamo il valore di A. Per esempio con t = 10 abbiamo A = 

262.7083. Ovviamente aumentando t il valore di A diminuisce, e viceversa. Avremmo valori 

diversi anche se cambiassero, ovviamente, gli altri coefficienti. Naturalmente, come già 

detto sopra, si presume che  a > b, ovvero il tasso di accumulazione dello stock di inquinante 

deve essere superiore alle naturali capacità dell’ambiente di smaltire l’inquinante stesso, 

altrimenti l’intervento del Governo non avrebbe una ragione logica, in quanto le capacità di 

auto-smaltimento da parte dell’ambiente stesso riuscirebbero più che a compensare 

l’accumulazione di nuovo inquinante dovuto all’attività economica di produzione e consumo. 

Il problema da noi affrontato sopra è quello che Smirnov ha definito “attainability domains” 

e viene così formalizzato: si abbia un sistema dinamico descritto da una equazione 

differenziale con un parametro di controllo (nel nostro sistema sopra V è la variabile di stato 

mentre A è il parametro di controllo. In quel che segue utilizzeremo la simbologia utilizzata 

da Smirnov), che un controllore tipo pianificatore centrale, è in grado di manovrare per 

raggiungere un determinato valore della variabile di stato ad un certo tempo T. Il sistema è 

così definito: 

(1.25)                             

  

  
                                             

Seguiamo le parole di Smirnov: “Here, x(t) is a finite-dimensional vector representing the 

system’s state at time t; u(t) is the value of the (finite-dimensional) control parameter at 

time t; U is a set characterizing the controller’s resources; t0 is the initial time; and T > t0 is a 

given time horizon. An admissible control is understood as an arbitrary function of time, u(t), 

taking value in U (...)  Take an arbitrary admissible control u1(t) and substitute it as u(t) in 

(47)(l’equazione sopra).This turns into a particular differential equations. Solving that 

differential equation over the time interval [t0, T], we find the system’s state at time T: x1(T). 
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We can say that the admissible control u1(t) brings the system from the initial state x0 to 

state x1(T) at time T (...) Let us repeat this process many times with different admissible 

controls. (...)  we obtain a set of the system’s state reachable at time T: X(T). The latter set is 

called the attainability domain of the dynamical system at time T. More formally, the 

attainability domain of the dynamical  control system at time T is defined to be the set X(T) 

of the final points x(T) of all solutions to system, corresponding to all admissible control u(t)” 

(Smirnov, 2005, pag. 12-13). Definita l’equazione di stato, la scelta del parametro guida il 

sistema verso un determinato valore della variabile di stato. Ma è anche possibile impostare 

il problema come lo abbiamo impostato noi sopra. Ovvero, quale valore del parametro 

occorre scegliere per raggiungere un desiderato stato finale del sistema. Sono le due facce 

della stessa medaglia. Graficamente abbiamo la seguente configurazione del problema: 

(1.26) 

                

                 

     

                

E’ possibile analizzare il problema anche all’interno di una struttura di controllo ottimale, 

definendo una funzione obbiettivo nella forma di un integrale da massimizzare e il vincolo 

nella forma di una equazione dinamica per la variabile di stato che nel nostro caso è 

rappresentata dallo stock di inquinante. La funzione da massimizzare è una funzione-utilità 

scontata dove compaiono due argomenti: il livello di abbattimento A che la influenza 

positivamente e che assume la funzione di variabile di controllo, e il livello dello stock di 

inquinante che, ovviamente, la influenza negativamente e rappresenta la variabile di stato. 

La funzione, con un orizzonte temporale, ad esempio, da 0 a 5, è data da: 

(1.27)             

                    

 

 

 

Dove s è un indice di sensibilità della funzione di utilità rispetto a V e r è il tasso di sconto. Si 

utilizza una espressione logaritmica per la funzione di abbattimento, dal momento che anche 

quando si considera il consumo tradizionale spesso la funzione di utilità è di tipo logaritmico.  

L’equazione di stato, dove ora la sensibilità ad A è di tipo non lineare, è data da: 

(1.28)                                                      

  

  
           

l’Hamiltoniano è dato da : 
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(1.29)                                                    

                                  

dove λ (che in questo modello assume un significato diverso da quello precedentemente 

assunto) è la variabile di costato associata all’equazione di stato. Le condizioni per la 

massimizzazione sono: 

(1.30) 

  

  
 

    

 
 

      

 
 

  

  
  

  

  
              

  

  
 

  

  
           

Con :                                       

Il sistema consta di una equazione algebrica, la prima, e di due equazioni differenziali, di cui 

la prima è relativa alla dinamica della variabile di costato e la seconda alla dinamica della  

variabile di stato. La soluzione dell’equazione della variabile di costato  in forma simbolica è 

data da: 

(1.31)  

      
           

      
             

dove C1 è una costante da definire nelle condizioni iniziali. Utilizzando la condizione di 

trasversalità λ(5) = 0 in quanto trattasi di un problema dove è fissato il tempo terminale ma 

non il valore finale della variabile di stato, è possibile risolvere numericamente l’equazione 

della variabile di costato, che con a = 0.04 e  b = 0.03 con in più  r = 0.04 ed  s = 0.05, dà la 

seguente soluzione: 

(1.32)                                                   

                                   

Dalla prima  equazione sopra, uguagliando a zero, è possibile ricavare A in funzione di λ. Esso 

è dato da: 

(1.33)                      

   

       
 
  

 

  

ed inserendo il valore trovato  per λ si ricava A dato il valore di µ e di r. Finalmente inserendo 

il valore trovato di A nella equazione della variabile di stato, si ottiene la dinamica di V(t). Di 
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queste due soluzioni per V e A  non diamo l’espressione finale che è molto ingombrante e di 

non facile lettura. Da rilevare che il valore di λ(t) è negativo lungo tutto il periodo di 

pianificazione, escluso che in λ(5), e questo ha una logica. Dal momento che λ(t) rappresenta 

la valutazione marginale che si dà dello stock di inquinante (il prezzo ombra), è ovvio come 

essa sia negativa in quanto rappresenta un ‘male’. Un esempio in tal senso lo si trova in 

Leonard e Van Long (Leonard e Van Long, 1998, pag. 224-225-226). Qui l’elemento positivo 

nella funzione da massimizzare è però dato dal consumo. E’ agevole, graficamente, verificare 

questa affermazione:  

 

Come si vede λ, che si trova sull’asse delle ascisse, è negativo lungo tutto il periodo di 

pianificazione escluso che  in T = 5. Tecnicamente, la negatività della variabile di costato si 

verifica in quanto la funzione integranda è  strettamente decrescente nella variabile di stato 

V. Infatti, indicando con F  tale funzione abbiamo: 

(1.34)                                                               

                 

E quindi: 

(1.35)                           

  

  
                                                           

Tutto ciò è ovvio, in quanto in questo specifico caso la variabile di stato, che è rappresentata 

dallo stock di inquinante, influenza negativamente la funzione integranda. (Caputo, 2005, 

pag. 56 e 65). Come abbiamo detto in precedenza, nella funzione di utilità non abbiamo 

esplicitamente considerato il consumo che è normalmente l’argomento positivo di gran 

parte delle funzioni di utilità. La questione non modifica tecnicamente la soluzione del 

problema di controllo ottimale3 ma, in questo specifico ambito, abbiamo voluto considerare 

come argomento positivo della funzione di utilità la sola azione di abbattimento del 
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Governo, per sottolineare la peculiare funzione svolta dalla produzione di servizi ambientali 

come elemento centrale nel contrastare il danno prodotto dall’accumulazione dello stock di 

inquinante che si riflette, in ultima analisi, in una modifica qualitativa della struttura dei 

consumi. Già nell’introduzione abbiamo sottolineato come un modello di sviluppo 

alternativo a quello attualmente perseguito, comporti il privilegiare il consumo di servizi 

ambientali rispetto a quello di beni privati che genera inquinamento. Il modo con cui 

abbiamo impostato la funzione di utilità, riflette allora questa concezione. Ovviamente, 

questo modo di impostare la funzione di utilità diverso da come normalmente la si trova in 

gran parte dei lavori da noi analizzati, non significa disconoscere l’importanza dei consumi 

privati nella più generale funzione di utilità. Inoltre, sul piano tecnico della costruzione del 

modello, l’inserimento anche dei consumi privati avrebbe significato inserire un’ulteriore 

variabile di controllo ed un’altra variabile di stato, nel nostro caso il capitale con la relativa 

equazione dinamica, andando quindi a comporre un sistema molto più complesso da 

risolvere. Nel prosieguo del nostro lavoro, comunque, non avremo più modo di utilizzare lo 

strumento dell’ottimizzazione dinamica, in quanto cerchiamo di operare al di fuori della 

logica di funzioni da massimizzare. Il nostro interesse, come già abbiamo detto, è analizzare 

il comportamento nel tempo di alcune variabili economiche ed ambientali quando vengano 

fatte determinate ipotesi sulla struttura delle loro relazioni. Tornando ora alle condizioni per 

la massimizzazione dell’Hamiltoniano, quelle viste in precedenza sono le condizioni 

necessarie per tale massimizzazione. Per le condizioni sufficienti, per verificare cioè le 

condizioni di concavità dell’Hamiltoniano, si ricorre alla condizione di Mangasarian, andando 

a verificare se il determinante dell’Hessiano della funzione Hamiltoniana è non-negativo e 

anche gli altri minori principali sono non-positivi. L’Hessiano dell’Hamiltoniano risulta essere: 

(1.36)                                            

 
 
  

  
    

  
 

     

  
 

    

  

  

Come è agevole verificare, il determinante della suddetta matrice Hessiana è zero. Ma anche 

gli altri minori principali della matrice rispetto a V e A sono non-positivi. Infatti HVV che è il 

primo elemento della prima riga della matrice è zero, mentre HAA che è il secondo elemento 

della seconda riga, è negativo dato che     e     , in quanto    . Quindi le suddette 

condizioni massimizzano l’Hamiltoniano. La matrice Hessiana è semidefinita negativa e 

l’Hamiltoniano è concavo in V e A. La condizione di Mangasarian può quindi essere applicata. 

(Caputo, cit. pag. 62 e seg.). Ovviamente, occorre sempre verificare l’esistenza delle 

condizioni di massimizzazione, in quanto il teorema di sufficienza presume l’esistenza di una 

soluzione alle condizioni necessarie4. Sarebbe stato possibile, invece di fissare un termine 

finale, di imporre un livello finale di V, e considerare incognito il tempo finale. Allora la 

condizione di trasversalità non è più λ(T ) = 0, ma [H]t=T = 0,  e il procedimento di soluzione 

segue un percorso diverso da quello visto in precedenza. (Chiang, 1992, pag. 187-189). 

Tornando ora ad una valutazione più generale, affinché A possa svolgere la funzione di 

variabile di controllo, occorre che qualcuno abbia la possibilità di manovrare 
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opportunamente tale variabile per far si che la variabile di stato, in questo caso V, possa 

raggiungere il valore obbiettivo che il Governo dichiara di voler raggiungere. Sostiene 

Chiang: ”We first consider a problem with a single state variable y and a single control 

variable u. As suggested earlier, the control variable is a policy instruments that enables us 

to influence the state variable. Thus any chosen path u(t) will imply an associated state path 

y(t). Our task is to choose the optimal admissible control path u*(t) which, along with the 

associated optimal admissible state path y*(t), will optimize the objective functional over a 

given time interval [0,T]. (Chiang, cit. pag. 161-162). La questione non è di semplice 

soluzione e, nel terzo e quarto capitolo, cercheremo di analizzare a fondo questo problema 

che, in ultima analisi, ritengo sia questione di natura prevalentemente politica più che 

economica in senso stretto. La nostra sarà una analisi in gran parte non convenzionale, in 

quanto credo che strumenti indiretti di controllo, quali per esempio forme di carbon-tax 

variamente congegnate o permessi negoziabili di inquinamento, possano solamente porre 

un freno all’accumulazione dello stock di inquinante ma non risolvere il problema in modo 

strutturale. Il problema di come il Governo tramite A possa influenzare V sarà una questione 

centrale della nostra analisi. Anzi, sarà il Governo che acquisterà un ruolo cruciale rispetto al 

mercato in tutto il complesso meccanismo dell’abbattimento dello stock di inquinante e, in 

ultima analisi, del riscaldamento globale. Nel terzo capitolo formuleremo comunque una 

esplicita equazione dinamica per A, che verrà quindi inserita nella struttura generale del 

modello come una variabile endogena, e quindi da risolversi nella soluzione finale del 

sistema dinamico di equazioni differenziali. Ricordiamoci però che stiamo operando in 

ambito deterministico e che elementi di natura casuale potrebbero influire sul sentiero 

dinamico delle variabili oggetto della nostra analisi andando a sovrapporsi a elementi 

deterministici endogenamente prodotti dal modello stesso e quindi andando a modificarne 

l’evoluzione temporale complessiva, anche perché si tratta di processi molto lunghi dove 

l’incertezza sull’evoluzione futura dei processi  stessi diventa un elemento non certo 

trascurabile. Brevi cicli causati da shock stocastici potrebbero interrompere, rallentare o 

accelerare la natura di fondo del ciclo principale, o modificarla del tutto. Il problema 

dell’incertezza è un tema diventato centrale negli ultimi anni. “Any economic analysis of 

climate change should include uncertainty as a central feature (…) another analitically 

interesting feature of climate change is that the risks are not exogenous, as in many models 

of uncertainty in economics, but are generated by our own activities (…) the time horizon 

implicit in climate change is very long indeed, measured in centuries, far longer than 

economists are used to. Uncertainty are almost inevitably large when decisions involve such 

long time horizons. (Heal e Kristrom, cit. pag.5). Ancora in un lavoro del 2008  Heal, (Heal, 

2008) affronta il tema dell’incertezza. Non è incerto il fatto che le emissioni di CO2 

provochino effetti sul clima; ciò che è incerto è la dimensione e l’intensità con cui ciò avviene 

e come, di conseguenza, i mutamenti climatici influiscano sul capitale naturale e sul reddito. 

Per quanto riguarda le perdite nel reddito dovute ai mutamenti climatici, Heal presenta tre 

scenari alternativi di distribuzione di probabilità, mettendo poi tali perdite in rapporto  con 

l’avversione al rischio e al tasso di sconto dimostrando come vi sia un rapporto diretto fra 

l’avversione al rischio e la disponibilità a pagare (willingness to pay) per evitare che tali 
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mutamenti si verifichino, e vi sia invece un rapporto inverso fra tale disponibilità e il tasso di 

sconto. Questa dinamica è in sé abbastanza logica. Chi ha un’alta avversione al rischio e 

teme le conseguenze future dei mutamenti climatici è propenso ad impiegare una quota 

maggiore del PIL in politiche che favoriscano l’abbattimento delle emissioni e l’utilizzo di 

tecnologie non inquinanti. All’opposto, alti tassi di sconto implicano una scarsa 

considerazione del futuro e quindi una bassa disponibilità a impiegare una consistente quota 

del PIL stesso in politiche che riducano lo stock di inquinante. Combinazione dei due 

parametri danno luogo a scenari diversi (Heal, 2008 cit. pag. 14). Comunque, dato che le 

emissioni comportano esternalità internazionali così che tutti i paesi soffrono dei 

cambiamenti climatici, le politiche di abbattimento di CO2 hanno un senso se coordinate 

internazionalmente. Tuttavia: ”The fact that different countries need not agree on policy 

choices even if they agree on the scientific evaluation of the problem could clearly make 

such agreement difficult to obtain. Different countries’ positions with respect to measures to 

restrict greenhouse emissions depend on their discount rates  and degrees of risk aversion. 

The U.S., for example, has been against global abatement agreements, while Germany has 

been in favour. This fits with the conventional wisdom that the  financial and industrial 

community in the U.S. has both a higher discount rate and a lower degree of risk aversion 

(greater willingness to take risks) than that in Germany. The difference in policy positions 

could then be attributed to differences in preferences rather than, or in addition to, 

different interpretations of the current scientific evidence” (Heal e Chichilnisky, 1998, pag. 

35). Tuttavia, per quanto riguarda l’atteggiamento verso il rischio, si potrebbe anche 

ragionare in termini diametralmente opposti. Ovvero, il rischio del verificarsi di scenari 

climatici futuri negativi, invece che comportare una maggior disponibilità ad investire oggi 

quote consistenti del Pil in politiche pubbliche di abbattimento dello stock di inquinante, o in 

politiche che favoriscano l’abbattimento delle emissioni, potrebbe produrre forte incertezza 

sulle possibilità future di consumo e quindi un aumento della preferenza intertemporale per 

il consumo oggi a scapito delle future generazioni. La logica conseguenza di tale 

atteggiamento sarebbe un aumento del saggio di preferenza intertemporale, ovvero del 

tasso di sconto. In base a tale ipotesi, una possibile processo di aggiustamento dinamico di 

tale tasso potrebbe essere del seguente tipo: 

(1.37)                                                           

  

  
             

Dove:    = tasso di sconto attuale. 

              = valore desiderato del tasso di sconto = costante. 

            r = coefficiente di aggiustamento dinamico (velocità di aggiustamento). 

            k = coefficiente di rischio. 

            h = coefficiente di sensibilità al rischio 
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Ovviamente le lettere qui hanno il significato in base allo specifico contesto in cui ci si trova, 

e non quello che assumono in parti differenti del testo. 

La soluzione della suddetta equazione differenziale è data da: 

(1.38)                                                        

                     

Dato che tutti i coefficienti sono positivi, è evidente che quanto più elevato è il valore di r,h, 
k, quanto più rapida è la convergenza del tasso di sconto attuale al valore desiderato. 
Ovvero, il coefficiente di aggiustamento dinamico r, cresce esponenzialmente con il rischio k 
e la sensibilità al rischio h. Qui, avversione al rischio e sensibilità all’avversione agiscono nel 
senso di desiderare di anticipare il consumo invece che di investire per limitare questo 
rischio in futuro. Ma potremmo anche fare numerose altre ipotesi su tale dinamica evolutiva 
considerando, per esempio, che la dinamica esponenziale di r sia in parte frenata 
dall’atteggiamento opposto verso il rischio, ovvero dalla disponibilità a pagare oggi in termini 
di minor consumo per avere un miglioramento nella qualità ambientale domani. Ciò 
potrebbe  comportare sia un minor valore di λ che  di h. Le combinazioni possibili possono 
dunque essere numerose, e derivano da complessi atteggiamenti di natura anche psicologica 
nei confronti del rischio, che non sono facili a definire con esattezza.  
Tornando ancora all’incertezza su come le emissioni inquinanti influenzino i mutamenti 

climatici, (Weitzmann, 2008), assume che si conosca il tipo di distribuzione che governa i 

danni derivanti dai mutamenti climatici, ma non si conosca, fondamentalmente, un 

parametro chiave: la sensitività climatica, ovvero come il clima cambia in intensità, a causa 

delle variazioni delle emissioni di CO2 . La relazione che egli ipotizza (Weitzmann, 2008 cit. 

pag. 4 e seg.) è la seguente: 

(1.39)                                                                  

    
 

   
          

 

Vi è quindi una relazione diretta fra ΔT, l’aumento della temperatura e S, la sensibilità 

climatica, a parità degli altri parametri.  Weitzmann considera che la distribuzione del tasso 

di crescita del consumo dipenda da quella di S, ovviamente in modo inversamente 

proporzionale. Ovvero, quanto più ci si trova nel lato destro della distribuzione di S, quanto 

più ci si sposterà nel lato sinistro della distribuzione del tasso di crescita del consumo. Anzi, 

Weitzmann afferma che la distribuzione di S diverge da una distribuzione normale in quanto 

si tratta di una distribuzione caratterizzata da ‘fat tails’, ovvero le code della distribuzione 

presentano ordinate di valore più elevato che in una distribuzione normale. Ciò sta a 

significare che sono possibili divergenze elevate dal valore medio della distribuzione con 

probabilità più elevate della distribuzione normale stessa. In ultima analisi ciò significa 

probabilità elevata di mutamenti climatici consistenti con conseguenti notevoli perdite 

economiche. Secondo Ackerman , una delle grandi innovazioni nell’analisi della Stern Review 

è il trattamento del rischio e dell’incertezza connesso al mutamento climatico. “Although the 
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broad outlines and major findings of climate science are increasingly definite, many crucial 

details remain uncertain, and may not be known until it is too late to do anything about the 

problem. Both the expected severity of climate and the probability of an abrupt catastrophe 

are strongly connected to temperature increases, which in turn are strongly connected to 

atmospheric concentrations of greenhouse gases. However, the precise strength and timing 

of these relationship remain uncertain. Some of the uncertainty can be addressed by further 

research, but some may reflect the inherent unpredictability of nonlinear systems such as 

the earth’s atmosphere, the problem that motivates the fields of chaos theory and 

complexity theory” (Ackerman, cit. pag.9). Tralasciamo per il momento la questione 

dell’incertezza che verrà ripresa in seguito. 

Venendo ora alla seconda delle equazione del sistema (1.15), essa potrebbe essere resa più 

aderente alla realtà se  consideriamo anche la presenza di un elemento che tiene conto delle 

capacità dell’ambiente di assorbire in parte lo stock di inquinamento accumulato V.  Dunque 

abbiamo: 

(1.40)                                                  
  

  
           

dove h è un coefficiente che rispecchia le capacità naturali dell’ambiente di auto-

smaltimento dello stock di inquinamento. Di questa equazione diamo solo la soluzione 

simbolica: 

(1.41)                                         

      
   

 
 

  

 
              

   

 
 

  

 
  

La prima espressione fra parentesi a destra rappresenta il valore di equilibrio di V. Il secondo 

termine rappresenta la dinamica della divergenza tra il valore di equilibrio di V e il valore 

iniziale V(0). Essa si riduce per t tendente a infinito. La velocità con cui tale divergenza si 

riduce dipende da h. Il modello così definito presenta una dinamica stabile, in quanto dato 

che h è assunto essere positivo, la seconda espressione a destra della (1.41) tende 

asintoticamente a zero quando t tende a infinito. Rappresentando h la capacità 

dell’ambiente di assorbire una parte dello stock di inquinante accumulatosi, è chiaro come 

quanto maggiore essa è e quanto più rapida è la convergenza al valore di equilibrio di tale 

stock. Inoltre, anche un aumento di A, livello di abbattimento, fa diminuire il valore di 

equilibrio di V. Inserendo comunque l’equazione (1.40) modificata nel sistema (1.15) per 

tenere conto della capacità del sistema naturale di abbattere l’inquinamento, la soluzione 

del sistema si complica leggermente ma non presenta problemi di interpretazione. 

Nel sistema (1.15) non abbiamo esplicitamente considerato una funzione di produzione. Fino 

a questo momento essa non era necessaria in quanto, una volta stabilita la dinamica di K(t) e 

g(t), è chiaro che essa influenza in modo direttamente proporzionale, tramite K(t), e 
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inversamente proporzionale, tramite g(t), la dinamica di Q(t), quantità di output. Qualunque 

funzione di produzione, considerata esclusivamente come una relazione puramente tecnica 

e al di fuori di qualunque considerazione sul modo sociale di produzione avrà, in generale, 

una relazione diretta fra il livello di Q(t) e K(t). L’intensità e la forma specifica di tale 

relazione è un problema da definire in un secondo momento, ma il movimento generale è 

abbastanza scontato nelle sue caratteristiche fondamentali. Il problema è analizzare se esso 

presenta concavità, convessità o linearità, dal segno della derivata seconda, e quindi se si 

abbia produttività marginale decrescente (concavità), crescente (convessità ) oppure 

costante. Ma questo non è di fondamentale importanza per la nostra analisi. Quello che è 

difficile da definire è la forma del meccanismo di retroazione con cui un aumento di Q, 

contenga in sé le premesse per una sua successiva diminuzione. Il movimento generale, 

secondo le nostre ipotesi di lavoro,  è più o meno il seguente: 

se: 

  

  
           

  

  
             

  

  
                       

di conseguenza: 

 
  

  
          

  

  
            

  

  
   

che a sua volta comporta, a causa della diminuzione del saggio netto di produttività della 

forza-lavoro (dalla 1.11), una diminuzione di Q e quindi un movimento generale opposto a 

quello descritto in precedenza, con successiva diminuzione di V e il processo che si ripete 

all’infinito. Nel prossimo capitolo, inizieremo ad analizzare più a fondo tale dinamica 

all’interno di un modello Lotka-Volterra nella sua formulazione base e successive modifiche 

ed integrazioni. Esso, come già detto in precedenza, rappresenta la parte iniziale del nostro 

lavoro che vedrà successivamente la formulazione di ipotesi e modelli costruiti in modo 

strutturalmente diverso. 
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Note 

¹  Un’ampia rassegna di tale problemi è svolta nel cap. 6 della Stern Review, cit. pag. 161-190. 

² Un’analisi accurata in merito è svolta in Smirnov, 2005 cit. a proposito del modello DICE di 

Nordhaus 

³ Si veda per la soluzione completa del modello, Leonard e Van Long, cit. pag. 224-225-226, da dove è 

possibile verificare che essa è tecnicamente la stessa sia che si consideri, nella funzione integranda 

da massimizzare, il consumo privato o l‘attività di abbattimento da parte del Governo. 

⁴  Si veda Caputo, cit. pag. 67, in merito alla non esistenza di una soluzione alle condizioni necessarie 

per il problema di massimizzazione dell’utilità intertemporale, se non viene fissato uno stock di 

capitale finale.           
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                                                                                                         Capitolo 2 

                                             Inquinamento e riscaldamento globale  (produttività 

del lavoro ed output globale in un modello Lotka-Volterra base e sue varianti) 

2.1 Struttura del modello base  

Nel primo capitolo abbiamo discusso alcuni principi generali che sono alla base del nostro 

lavoro ed una serie di concetti relativi agli strumenti matematici che saranno utilizzati sia 

nella formulazione che nella soluzione dei modelli da noi costruiti. Ulteriori strumenti e 

affinamenti di essi saranno utilizzati a seconda delle necessità che si presenteranno di volta 

in volta. Veniamo ora all’analisi di quella che è la parte principale di questo secondo capitolo. 

Un modello tipo Lotka-Volterra potrebbe in modo abbastanza significativo incorporare il 

meccanismo di azione e retroazione  delineato alla fine del capitolo precedente1 . Occorre 

rilevare che, per quanto ci sia dato di conoscere, esistono molti modelli che analizzano il 

rapporto fra stock di inquinante e livello dell’output aggregato, ma non collegano 

specificamente gli effetti di azione e retroazione fra l’output e le diminuite capacità 

produttive della forza-lavoro dovute al riscaldamento globale e, più in generale, al 

peggioramento della complessiva qualità ambientale. Detto ciò, la struttura del modello 

base, dati i parametri a, b, c, d, > 0 può essere definita nel modo seguente: 

 (2.1) 

  

  
          

  

  
         

Ovviamente, g è il tasso di diminuzione della produttività della forza-lavoro dovuto 

all’aumento dell’attività produttiva che genera emissioni, e Q è l’output. Per quanto riguarda 

la prima equazione del sistema (2.1), il termine –ag sta ad indicare una attenuazione nella 

riduzione delle capacità produttive della forza-lavoro dovuta, per esempio, ad un 

miglioramento delle condizioni di lavoro all’interno del processo produttivo, o ad un 

generale miglioramento tecnologico nell’uso delle risorse che in parte attenua l’effetto 

inquinante dello svolgersi del processo produttivo stesso. Sostanzialmente, esso ci dice di 

quanto si attenuerebbe la diminuzione della capacità produttiva della forza lavoro se non vi 

fosse l’attività produttiva che, generando emissioni di CO2, genera il riscaldamento globale 

ed altri fenomeni collegati al generale processo di inquinamento. Il secondo termine bQg 

rappresenta invece l’effetto negativo di Q su g, ovvero l’interazione fra Q e g e quindi il fatto 

che un aumento di Q fa aumentare l’emissione di sostanze inquinanti e, conseguentemente, 

il riscaldamento globale con  aumento anche di g. Di fatto, esso rappresenta un elemento di 

attrito alla diminuzione di g. Per quanto riguarda la seconda equazione, cQ sta ad indicare un 

aumento della produzione dovuto, per esempio, al progresso tecnico, e in assenza di 
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diminuite capacità produttive della forza lavoro dovute al riscaldamento globale, mentre il 

secondo termine, -dgQ (qui d è un coefficiente e non indica la derivata), sta ad indicare la 

diminuzione di Q dovuta ad un aumento di g, ovvero l’interazione fra Q e g e quindi  un 

aumento delle ridotte capacità lavorative della forza lavoro. Paragonando il suddetto 

modello alla interazione fra due specie biologiche, Q sarebbe la preda e g il predatore: un 

aumento di Q fa aumentare g, e un aumento di g fa diminuire Q. Il sistema (2.1) è composto 

da due equazioni differenziali non lineari che non viene risolto in forma chiusa ma mediante 

linearizzazione intorno al punto di equilibrio che si trova ponendo dg/dt e dQ/dt = 0. Tale 

linearizzazione intorno al punto di equilibrio diverso da  [g,Q] = [0,0], e cioè g = c/d e Q = a/b 

dà  radici immaginarie pure e quindi non sappiamo se per il sistema originale non lineare 

abbiamo un centro o un fuoco. In questo caso non possiamo applicare il teorema Hartman-

Grobman in quanto i punti di equilibrio di g e Q sono punti di equilibrio non iperbolici. 

Potremmo utilizzare il secondo metodo di Lyapunov  che ci permette di analizzare il sentiero 

dinamico delle variabili senza risolvere esplicitamente il sistema di equazioni, ma occorre 

individuare una funzione di Lyapunov, il che, come già fatto rilevare sopra, non sempre è 

agevole. Vedremo in seguito che è comunque possibile individuare tale funzione anche per il 

modello Lotka-Volterra. L’altro modo di procedere è la risoluzione in forma grafica del 

sistema originale non lineare, mediante il diagramma di fase. Fortunatamente, per quanto 

riguarda il sistema Lotka-Volterra, la soluzione con il metodo grafico, ci permette di 

individuare l’esistenza di un centro e quindi di un ciclo anche per il sistema non lineare. 

L’aggiunta dei termini non lineari al sistema linearizzato non ne modifica la dinamica, come 

invece alcune volte si verifica quando i punti di equilibrio sono non iperbolici.( Hirsch-Smale- 

Devaney, cit.). 

Come è facile rilevare esso costituisce un centro, con un ciclo che si ripete all’infinito come in 

un  classico modello Lotka-Volterra.  
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E’ anche possibile verificare come il punto di equilibrio all’origine degli assi sia instabile, e sia  

un punto di sella, dove g è l’asse stabile e  Q quello instabile. Infatti, dalla direzione delle 

frecce nel diagramma di fase, è possibile vedere come esse puntino verso l’origine dal lato 

dell’asse g, mentre tendano ad allontanarsene dal lato dell’asse Q.  Alla fine del capitolo 

daremo una soluzione esplicita del modello  base. Per ottenere la soluzione in forma grafica  

di cui sopra, sono stati utilizzati i seguenti valori ipotetici: a = 0.02;  b = 0.03; c = 0.03;  d = 

0.02. Inoltre abbiamo utilizzato i seguenti valori iniziali g(0) = 1, Q(0) = 1. E’ chiaro che 

utilizzando via via valori iniziali e coefficienti diversi, otteniamo una serie di cerchi di 

ampiezza diversa ma tutti rappresentanti un ciclo che si ripete all’infinito. Essi differiscono 

l’uno dall’altro solo per le differenti condizioni iniziali. La struttura qualitativa della dinamica 

del sistema non cambia se cambiamo il valore numerico dei coefficienti. Il sistema è stabile 

nel senso di Lyapunov ma non asintoticamente stabile: esso non tende verso nessun 

attrattore né che sia un punto di equilibrio né che sia un ciclo limite. Inoltre, esso non è 

strutturalmente stabile, in quanto l’aggiunta di altri termini al modello base può, come 

vedremo oltre, modificarne la dinamica.  E’ possibile verificare tale tipo di stabilità anche con 

il secondo metodo di Lyapunov  (Hirsh-Smale-Devaney, cit. pagg .239-240-241). La funzione 

individuata da tali autori, adattata secondo i simboli da noi utilizzati per le variabili è la 

seguente: 

(2.1.A)                            

                                 

da cui otteniamo: 

(2.1.B)                                           

  

  
 

  

  

  

  
 

  

  

  

  
 

  

Inserendo le derivate parziali della funzione L rispetto a g e Q e i lati destri delle rispettive 

equazioni del sistema (2.1), e sviluppando algebricamente, otteniamo: 

(2.1.C)                                 
  

  
    

 

 
             

 

 
         

Eseguendo tutti i prodotti otteniamo: 

(2.1.D)                                                                         

  

  
   

Quindi, anche con il secondo metodo di Lyapunov, otteniamo la stabilità del sistema ma non 

la stabilità asintotica, che si sarebbe  invece verificata per dL/dt < 0. 
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Possiamo approfondire l’analisi per verificare il nesso causale esistente fra g e Q. Eliminando 

ora il tempo dal modello (2.1), dividendo la prima equazione per la seconda, si può 

esprimere g in funzione di Q. In tal modo si ottiene: 

(2.1.1)                                        
  

  
 

        

       
 

E’ possibile  anche dare una soluzione della (2.1.1) ( Shone,  cit. pag. 608-610).  Essa è: 

(2.1.2)                                            

                                                               
   

  

 
 

 
 

dove C  rappresenta  una costante di integrazione. Derivando g rispetto a Q nella (2.1.2), si 

ottiene: 

(2.1.3)                                                             
  

  
 

 

 
  

che è maggiore di zero in quanto a/d è positivo, data l’assunzione di positività fatta sui 

coefficienti e, ovviamente, su Q (da non confondere il simbolo d che sul lato sinistro indica la 

derivata, mentre sul lato destro esso indica un coefficiente). Ciò conferma i risultati derivanti 

dalle ipotesi che stanno alla base del modello: un aumento della produzione fa aumentare le 

emissioni di inquinante con conseguente aumento delle diminuite capacità produttive della 

forza-lavoro. Naturalmente è possibile anche riformulare la (2.1)  a termini invertiti ed 

ottenere dQ/dg e, quindi, esprimere Q in funzione di g. Il procedimento è lo stesso di prima. 

L’interpretazione che si da del sistema (2.1) è derivata dalla logica sottostante ad ogni 

modello preda-predatore del tipo Lotka-Volterra e, nel presente contesto,  è la seguente: un 

aumento di Q, l’output prodotto, comporta un aumento di V (nel modello non esplicitato) 

che a sua volta comporta un aumento di g con conseguente effetto di compressione sul 

valore netto di λ (il saggio di crescita netta in unità di efficienza della forza-lavoro). L’effetto 

di retroazione, perlomeno nella logica di questo modello, è abbastanza chiaro. Una 

diminuzione di λ dovuta ad un aumento di g, fa diminuire Q che a sua volta fa diminuire V  e 

quindi g. La diminuzione di g fa aumentare λ  e quindi Q e via di seguito. La successione 

logica non differisce da quella dovuta all’interazione fra due specie biologiche di cui una è 

preda e l’altra predatore. L’aumento delle prede fa aumentare i predatori e ciò comporta la 

diminuzione delle prede. A sua volta si ha una diminuzione dei predatori che si alimentano 

esclusivamente delle prede e quindi si verifica un nuovo aumento delle prede. Il ciclo si 

ripete all’infinito. Nel nostro specifico contesto, l’intensità di tale concatenazione di effetti e 

la durata temporale del ciclo è impossibile da definire a priori, ma tali effetti, se esistono, 

non sono di breve periodo. A parte la durata temporale del ciclo, ammesso che nella realtà 

esista effettivamente, vi possono essere molti elementi che in qualche modo attenuino o 
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accelerino o addirittura impediscano che tale ciclo si verifichi. Infatti “Le inevitabili 

approssimazioni nelle misure dei coefficienti (ns. aggiunta) possono nascondere piccole 

differenze non misurabili (cioè non conoscibili) fra gli stati iniziali delle orbite. In generale 

non siamo affatto sicuri che queste piccole differenze non misurabili rimangano piccole nel 

corso della evoluzione di un sistema dinamico o che addirittura tendano a scomparire, e che 

invece non crescano sempre più. Dipende dai meccanismi che governano l’evoluzione del 

sistema. Allo stesso modo, non siamo affatto sicuri che eventuali piccole perturbazioni, che 

intervengano durante l’evoluzione del sistema, non abbiano effetti che, alla lunga, diventano 

rilevanti, mutandone sostanzialmente l’evoluzione” (Bertuglia e Vaio, 2007 pag.155). Il 

sistema può presentare instabilità dinamica se perturbazioni esterne al sistema stesso ne 

cambiano la dinamica evolutiva in quanto il sistema non ha i feedbacks negativi necessari 

che lo riportano sulla dinamica originaria, ma può presentare anche instabilità strutturale se 

piccole modifiche nella struttura delle relazioni che definiscono il modello, o sui valori iniziali 

dei coefficienti, ne modificano radicalmente il sentiero dinamico. Sul piano formale e 

puramente teorico della logica del modello, il ragionamento non sembra possa essere 

smentito, ma l’estrema incertezza che governa un sistema clima-economia, rende 

fortemente imprevedibile l’evoluzione del sistema stesso. I due tipi di instabilità appena 

delineati potrebbero anche verificarsi congiuntamente, facendo saltare continuamente il 

sistema da una dinamica ad un’altra, aumentandone ancora il grado di incertezza nella sua 

evoluzione. Un esempio di come l’interrelazione fra il sistema climatico e il sistema 

economico possa produrre dinamiche caotiche, è analizzato da Chen (Chen, 1997, pag. 349-

366). Non riportiamo qui la struttura del modello di Chen, ma l’intuizione fondamentale è 

che, dati i due sistemi economico e climatico che separatamente possono essere in 

equilibrio, una loro integrazione in un unico modello economico-climatico, può produrre 

dinamiche caotiche se alcuni coefficienti assumono particolari valori, anche se l’autore 

precisa che tali valori sono puramente ipotetici e devono essere tutti verificati2. Nei prossimi 

paragrafi apporteremo alcune modifiche al modello base, con l’introduzione di nuovi 

parametri che, in base ai valori assunti dai vari coefficienti, possono cambiare la  dinamica 

temporale del modello. Ma c’è un elemento che non abbiamo incorporato nel modello, ma 

che  potrebbe rivelarsi di estrema importanza nell’impedire che si possa verificare un ciclo. 

Tale elemento riguarda il fatto che ci si trovi in un regime di piena occupazione della forza-

lavoro oppure no. La questione non è di secondo piano, in quanto in un regime dove esiste 

disoccupazione, alle diminuite capacità produttive della forza lavoro occupata per via 

dell’aumentato stock di inquinamento, si potrebbe ovviare con la sostituzione di 

manodopera occupata e con ridotte capacità produttive con quella disoccupata. Ovviamente 

tale fenomeno, che in prima analisi sembra una questione puramente tecnica di sostituzione 

fra fattori, implica elementi di natura sociale e politica e giudizi di valore di capitale 

importanza che superano gli elementi di natura squisitamente economica. Inoltre, come 

abbiamo già fatto precedentemente rilevare, molti fattori possono attenuare o impedire che 

il ciclo si verifichi. Miglioramenti tecnologici, miglioramenti delle condizioni di lavoro nei 

processi produttivi, etc. possono essere alcuni di tali elementi. Inoltre, elemento di 

fondamentale importanza nell’attenuazione o ampliamento del ciclo, è la politica di 
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abbattimento e mitigazione da parte del Governo. Elementi di ciclicità in tale attività, 

possono influire in modo determinante sulle caratteristiche del ciclo precedentemente 

analizzate. Come vedremo nei prossimi paragrafi di questo capitolo, l’introduzione della 

politica di abbattimento del Governo insieme ad altri elementi che vanno ad ampliare le 

ipotesi del modello base, possono configurare dinamiche diverse da quelle del ciclo.   

2.2 Modifiche al modello base 

Come già anticipato in precedenza, apporteremo ora alcune modifiche al modello base 

Lotka-Volterra. Tali modifiche, come vedremo, possono comportare cambiamenti radicali 

nella dinamica del sistema, evidenziando quindi l’instabilità strutturale del modello base. 

Sulla instabilità strutturale del modello Lotka-Volterra esiste una vasta letteratura. Qui tale 

instabilità viene analizzata nello specifico ambito della interazione fra variabili economiche e 

più specificamente ambientali, per rilevare come l’aggiunta di altri parametri comporti la 

possibilità di sentieri dinamici diversi da quelli rigidamente definiti dal modello base. 

A) La prima variante consiste nell’introdurre due elementi che in parte complicano 

leggermente il modello, ma lo rendono più aderente alla realtà. Il primo elemento che 

introduciamo è µ. Qui, a differenza che nei precedenti modelli, esso rappresenta  il tasso di 

accrescimento lordo in unità di efficienza della forza-lavoro. La presenza di g, che è una delle 

due variabili del modello della quale se ne vuole analizzare la dinamica, contribuisce a 

diminuire tale tasso di accrescimento in unità di efficienza. L’altro elemento che viene 

introdotto, è un parametro che tiene conto del rapporto fra due tipi di capitale: K1 e K2, che 

rappresentano, rispettivamente, capitale che produce inquinamento, e capitale che non 

produce emissioni di sostanze inquinanti o le produce in modo trascurabile con conseguenze 

praticamente irrilevanti  sullo stock di V. Va comunque messo in evidenza che il nuovo 

parametro µ, viene introdotto solo nella equazione che definisce la dinamica dell’output Q. 

Esso non viene esplicitamente introdotto nella seconda equazione, in quanto in essa vi 

compare Q che è già direttamente influenzato da µ nella prima equazione. In altri modelli ( 

Musu e Cazzavillan, 1998, pag. 129-138), K1 e K2 stanno a significare, il primo il capitale 

impiegato nella produzione e che genera emissioni che vanno ad accrescere lo stock di 

inquinante, il secondo il capitale impiegato in abbattimento di tale stock. Qui, il secondo tipo 

di capitale è impiegato direttamente nella produzione ma non genera emissioni. La funzione 

di abbattimento spetta, nel nostro modello, al Governo. Il modello, fatta questa dovuta 

precisazione, assume ora la seguente configurazione:   

(2.2)                                                                    
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dove tutti i coefficienti  sono positivi .                                                                                                                      

Analizziamo ora il significato dei due nuovi parametri introdotti. Per quanto riguarda µ, esso 

rappresenta il tasso di accrescimento in unità di efficienza della forza-lavoro, al lordo del 

valore di g dovuto al riscaldamento globale e più in generale alla emissione di sostanze 

inquinanti. Sostanzialmente esso è dato dal tasso netto naturale di crescita della forza-lavoro 

e dal tasso di progresso tecnico. Esso compare solo nell’equazione che definisce la dinamica 

dell’output, come precisato in precedenza, influenzandola positivamente. Vediamo ora il 

significato del rapporto K1/K2 e dei due coefficienti α e β. Nella prima equazione, che 

definisce la dinamica dell’output, esso appare con segno negativo in quanto si suppone che 

maggiore è tale rapporto e maggiori sono gli effetti inquinanti sul sistema produttivo, oltre a 

quelli che sono immediatamente riscontrabili nella diminuita capacità produttiva della forza-

lavoro. Tali effetti potrebbero essere riconducibili in modo fondamentale, alla produzione di 

esternalità negative da parte di alcuni settori del sistema  su altri settori del sistema stesso 

quali, per esempio, l’emissione di sostanze inquinanti da parte di una industria che agisce 

negativamente sulla quantità prodotta del settore agricolo.  Se si ritiene che la produttività 

dei due tipi di capitale sia molto più elevata per quanto riguarda K1 rispetto a K2, tale 

composizione potrebbe non influenzare in modo significativo il livello dell’output globale, se 

non per quanto riguarda gli effetti dovuti al riscaldamento, e perlomeno nel breve periodo. 

Si potrebbe tenere conto di tale effetto attribuendo un basso valore a β, compensando così 

in parte l’effetto negativo causato da un alto valore del rapporto K1/K2. Infatti, gli effetti 

negativi causati da tale alto rapporto che comporta un aumento del riscaldamento globale, 

sarebbero in parte compensati dall’alta produttività di K1. L’opposto ovviamente si 

verificherebbe se fosse K2 ad  avere una produttività più elevata di K1, e quindi a β dovrebbe 

essere attribuito un valore più elevato. Quindi β smorza o amplifica gli effetto dovuti alla 

composizione strutturale dei due tipi di capitale una volta definiti i livelli di produttività del 

capitale inquinante e non inquinante. Nella seconda equazione che definisce la dinamica 

della diminuzione della capacità produttiva della forza-lavoro dovuta alla emissione di 

sostanze inquinanti, il suddetto rapporto appare ovviamente con segno positivo. Più alto è 

tale rapporto maggiore è l’emissione di sostanze inquinanti, e quindi maggiore è l’effetto 

sulla diminuzione della capacità produttiva della forza-lavoro dovuta, per esempio, al 

sorgere di malattie o altri effetti dannosi sulla salute dei lavoratori che, se non vengono 

messe in atto opportune politiche di tutela e protezione della forza lavoro, potrebbero avere 

effetti rilevanti sulla salute stessa dei lavoratori. Il parametro α rappresenta invece la 

sensibilità di tale diminuzione alla composizione qualitativa del capitale. Maggiore è α, e più 

grande è l’effetto su g. Anche qui il valore di α  dipende dai livelli di produttività dei due tipi 

di capitale. E’ ovvio che quanto maggiore (minore) è la produttività del capitale inquinante, 

quanto maggiore (minore) è il valore che deve essere assegnato ad α. Viceversa se la 

maggior produttività è quella del capitale non inquinante. Da rilevare che, per il momento, 

sia K1 che K2, vengono trattati come due parametri esogeni, la cui dinamica non è descritta 

nel modello. Trattandosi di due equazioni differenziali non-lineari, il modello descritto in 

(2.2), allo stesso modo del modello base, non può essere risolto in forma chiusa, e quindi 



 

51 
 

occorre linearizzarlo intorno al punto di equilibrio che si ottiene ponendo uguali a zero le 

derivate del suddetto sistema. Si ottengono due valori del punto di equilibrio:  

(2.3)              

 

                         
       

   
 
           

   
  

Lo Jacobiano del sistema (2.2) è il seguente: 

(2.3.A)            

 

 
 
 
 
        

   

  
   

        
   

   
 
 
 
 

 

 

Esso,  valutato al punto di equilibrio [Q0, g0] = [0,0]  dà i seguenti autovalori: 

(2.4)                                           

           

  
       

       

  
 

E’ evidente che il tipo di dinamica del sistema dipende dal valore assunto dal numeratore dei 

due autovalori che può comportare, se tali numeratori sono ambedue positivi, un punto di 

sella, se sono il primo negativo e il secondo positivo un nodo stabile, se sono il primo 

positivo e il secondo negativo un nodo instabile. Nel caso particolarissimo che il valore dei 

coefficienti e il rapporto K1/K2 sia tale da comportare autovalori nulli, allora avremmo punti 

di equilibrio non iperbolici e quindi non saremmo in grado di fare ipotesi sulla dinamica del 

modello non-lineare nemmeno nell’intorno del punto di equilibrio. Il valore dei due 

autovalori dipende non solo dalla consistenza numerica dei coefficienti ma anche dal valore 

dei due tipi di capitale e dal loro rapporto. Potremmo anche meglio specificare, su un piano 

qualitativo generale, le condizioni che comportano, per esempio, l’esistenza di un nodo 

stabile. Dopo alcuni semplici passaggi algebrici ponendo il primo numeratore minore di zero 

e il secondo maggiore di zero e sviluppando il sistema di disequazioni, si ottengono le 

condizioni per l’esistenza di un nodo stabile, risolvendo per K2  e considerando che tutti i 

coefficienti sono assunti essere positivi. Tali condizioni sono date da: 

(2.5)                                                   

            
   

 
    

   

   
 

e con a > 0 e K1 > 0, tali condizioni si riducono a : 

(2.6)                                                      
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ed infine, dato K1 positivo, otteniamo moltiplicando ambedue i termini per 1/K1 : 

(2.7)                                                      

          
 

 
 

 

   
   

Consideriamo, per esempio, i seguenti valori dei coefficienti e di K1: 

                                              

L’ultima diseguaglianza risulta verificata in quanto otteniamo -0.66663, e un valore di K2 

compreso fra 20 e 40. Con questi valori numerici dei coefficienti e dei due tipi di capitale, gli 

autovalori del Jacobiano calcolati all’origine degli assi risultano essere: -0.018 e -0.006, 

utilizzando per esempio K2 = 25. Ciò conferma l’esistenza di un nodo stabile per il sistema 

linearizzato e per l’originale sistema non-lineare almeno nell’intorno del punto di equilibrio. 

Ovviamente, anche per le altre possibili soluzioni dinamiche si procede allo stesso modo. 

Non c’è dinamica ciclica stabile o instabile né  tantomeno un ciclo tipo L/V. Se invece 

valutiamo lo Jacobiano al secondo  punto di equilibrio, esso diventa: 

(2.8) 

        

 
 
 
 
   

           

  
   

   

  
 

          

   

             

   
   

       

  
 

   

   
 
 
 
 

 

La coppia di autovalori è ora la seguente: 

(2.9) 

 

     
      

                            
  

  
  

 
     

      
                            

  

  
 

Ora la dinamica del sistema dipende in modo cruciale dal segno assunto dalla espressione 

sotto radice. (Qui il procedimento algebrico per la ricerca delle condizioni è molto più 

complesso di prima, anche se il meccanismo è lo stesso). Se esso è positivo, avremo un 

punto di sella, altrimenti avremo radici immaginarie pure e, come detto per il sistema (2.1), 

non saremmo in grado di stabilire se il sistema originale non lineare possa dar luogo ad un 

centro o un fuoco. Nella successiva variante al modello base, vedremo come in caso di radici 

immaginarie pure, anche il sistema non-lineare esibisce, nel diagramma di fase, una 

dinamica tipo centro. La differenza che qui occorre rilevare è che il modello base nel punto 

di equilibrio non nullo, dà sempre un ciclo (come abbiamo potuto constatare mediante la 
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soluzione in forma grafica del modello non lineare) perché le radici sono sempre 

immaginarie pure. Se tale espressione fosse zero  dovremmo fare le stesse considerazioni 

fatte in precedenza sui punti di equilibrio non iperbolici. Come è possibile rilevare, qui le 

dinamiche possono essere diverse, a seconda dei valori assunti dai vari coefficienti. 

L’introduzione di elementi aggiuntivi al modello base può modificarne qualitativamente il 

comportamento dinamico. Bisogna comunque fare molta attenzione nel valutare che due 

sistemi possano essere qualitativamente diversi nella loro dinamica temporale. Occorre 

infatti tenere presente, che due sistemi dinamici si dicono coniugati non solo se hanno 

ciascuno tutti gli autovalori negativi, o tutti positivi, o ciascuno lo stesso numero di 

autovalori positivi e negativi. Essi lo sono anche se uno ha, per esempio, come attrattore, un 

nodo stabile (real sink) e l’altro un fuoco stabile (spiral sink). Ambedue convergono al punto 

di equilibrio anche se uno, il primo, in modo monotonico (real sink), e l’altro con oscillazioni 

smorzate (spiral sink). I diagrammi di fase possono sembrare a prima vista alquanto 

differenti fra loro, ma ambedue tendono al punto di equilibrio quando t tende a infinito. 

Quindi, due sistemi composti, per esempio, da due equazioni differenziali di cui uno con 

ambedue gli autovalori negativi, e l’altro con autovalori complessi ma con parte reale 

negativa, saranno coniugati nel senso definito sopra in quanto, quando t tende a infinito, la 

dinamica di ambedue tenderà a zero se sono, ad esempio, omogenei e lineari. Il punto di 

equilibrio sarà, in ambedue i sistemi, un attrattore stabile.  (Hirsch-Smale-Devaney, cit, pag. 

66-67). Anche qui il concetto di stabilità o instabilità strutturale deve essere inteso nel senso 

se piccole variazioni dei parametri che governano il sistema comportino o no variazioni 

sostanziali nella dinamica complessiva del sistema stesso. Ma cosa si intende per piccole 

variazioni? Quanto piccole devono essere? Occorre rilevare che spesso ci si trova di fronte a 

parametri e coefficienti che sono frutto di precedenti stime econometriche, e che sono 

stimati per valori entro certi intervalli di confidenza. In tal caso esiste un criterio per 

individuare la dimensione della piccola variazione. Seguiamo Gandolfo su questo punto: 

“Since we are in the presence of estimated parameters, we suggested to define ‘slight’ those 

changes which lies whithin the confidence interval built around the parameter. The validity 

of this practical  rule follows immediately from the fact that the ‘true’ value of the 

parameter can lie anywhere in the confidence interval (with the given probability). The 

model, therefore, is structurally stable (unstable) with respect to a parameter  when the 

bifurcation value of the parameter lies outside (inside) the confidence interval for the same 

parameter” (Gandolfo, 1997, pag. 341). Ciò sta a significare che, affinchè si verifichi  una 

biforcazione nella dinamica del sistema, occorrono variazioni dei parametri che giacciono al 

di fuori dell’intervallo di confidenza dei parametri stessi, e quindi devono verificarsi 

perturbazioni abbastanza consistenti perché il sistema diventi strutturalmente instabile. Ma 

se la biforcazione avviene per valori del parametro che giacciono all’interno dell’intervallo di 

confidenza, allora il sistema è strutturalmente instabile. 

B) Introduciamo ora una ulteriore modifica del modello, ipotizzando un intervento del 

Governo che persegue una politica di abbattimento dello stock di inquinante accumulato 

come una sorta di  risposta politica ai mutamenti climatici che sono una conseguenza di tale 
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stock . La risposta può essere di mitigazione, ovvero perseguire una riduzione delle emissioni 

nell’atmosfera modificando quindi la distribuzione di probabilità dei futuri stati del clima, 

oppure di adattamento, ovvero di azioni che tendono a ridurre i danni associati con un dato 

livello del clima (Heal e Kristrom, cit. pag. 4). Il primo è un tipo di intervento che tende a 

prevenire la formazione di uno stock di inquinante almeno entro un certo limite, il secondo 

tende invece ad abbattere una certa percentuale di uno stock già formatosi e ritenuto 

eccessivo rispetto a certi obbiettivi.  Ambedue i tipi di politiche sembrano comunque fonte 

di incertezza, sia per quanto riguarda i mutamenti tecnici necessari, sia per quanto riguarda i 

relativi costi associati.  Il modello si configura ora nel modo seguente: 

(2.10)                                                  

  

  
          

  

  
      

  

                                                           

  

  
         

  

  
      

Rispetto al modello descritto dalla (2.2), ora compare il termine A, che definisce il livello di 

intervento pubblico nell’abbattimento dello stock di inquinante. Anche questo elemento, 

come già detto precedentemente, viene considerato, per il momento, come esogeno alla 

struttura del modello, in quanto non compare una equazione dinamica che ne definisca 

l’evoluzione nel tempo. Nella prima equazione esso compare con segno positivo, in quanto 

un intervento pubblico nell’attività di riduzione di tale stock, ha un effetto positivo sulla 

crescita dell’output. Per esempio, una riduzione di tale stock può agire in due direzioni 

diverse: da un lato può comportare  miglioramenti nella capacità produttiva della forza-

lavoro che si estendono a tutto il sistema, dall’altro può, ad esempio, aumentare la 

produzione nel settore agricolo che può ora usufruire di migliori condizioni ambientali. Nella 

seconda equazione il termine A compare con segno negativo, in quanto l’abbattimento dello 

stock di inquinamento riduce g, ovvero ha un effetto di compressione sul tasso di 

diminuzione della capacità produttiva della forza-lavoro. I termini x e y, rappresentano la 

sensibilità, rispettivamente dell’output e del tasso g, alla politica di abbattimento da parte 

del Governo. Come nel modello descritto dalla (2.2), anche qui non è possibile dare una 

soluzione in forma chiusa del sistema di equazioni differenziali non-lineari, per cui si ricorre 

alla linearizzazione.  Abbiamo due punti di equilibrio che sono i seguenti:  

(2.11)   

                         
            

   
 
                 

   
  

 Lo Jacobiano, valutato all’origine, è il seguente: 
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(2.12)       

 
 
 
 
     

   

  
    

    
   

  
   

 
 
 
 
 

 

       

e  gli autovalori sono dati da: 

(2.13)   

  
                 

  
    

             

  
  

Anche ora la dinamica del sistema dipende esclusivamente dal valore assunto dal 

numeratore degli autovalori. Con ambedue i numeratori positivi, avremo un punto di sella, e 

così anche se ambedue fossero negativi. Se il primo fosse positivo e il secondo negativo, 

avremo un nodo instabile, mentre se il primo fosse negativo e il secondo positivo avremo un 

nodo stabile. Se invece valutiamo lo Jacobiano nell’altro punto di equilibrio, otteniamo: 

(2.14) 

 
 
 
 
   

                 

  
   

   

  
                   

   

 
                    

   
   

             

  
 

   

  
   

 
 
 
 
 

 

e gli  autovalori ora sono dati da: 

(2.15)  

 
      

                                     
           

                 
 

  

 

Quindi se il valore sotto radice è positivo, abbiamo un punto di sella. Se invece è negativo 

avremo autovalori immaginari puri e quindi un ciclo come nel modello originale. Come è 

possibile rilevare, le dinamiche che possono presentarsi dipendono anche ora in modo 

cruciale da questo valore. A completamento di questa parte diamo un esempio numerico per 

avere più chiaro come il valore attribuito ai coefficienti e ai parametri esogeni al modello, 

possano determinare il comportamento dinamico del sistema. Si abbiano i seguenti ipotetici 

valori: 

                                                                       

                            

Ponendo, come al solito, le derivate uguali a zero nel sistema (2.10), otteniamo due  punti di 

equilibrio: 
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(2.10A) 

                                                [Q0, g0] = [0,0] ,   [Q1, g1] = [35.879, 1.549]. 

Linearizzando il sistema intorno al primo punto di equilibrio, otteniamo la coppia di 

autovalori [-1.1076, 1.2395]. Essi sono reali ma di segno opposto e quindi danno origine a 

instabilità con un punto di sella. Linearizzando invece il sistema intorno al secondo  punto di 

equilibrio, otteniamo i seguenti autovalori: [0+1.155i, 0-1.155i]. I due autovalori sono 

immaginari puri, con  punto di equilibrio non iperbolici, e quindi il sistema linearizzato 

esibisce una dinamica tipo centro come nel modello base. Con valori iniziali [Q(0) = 10,  g(0) 

= 1] e [Q(0 ) =15,  g(0) = 1.2], otteniamo il seguente diagramma di fase che conferma 

l’esistenza del ciclo anche per il modello modificato nella versione non-lineare. 

 

Avremmo potuto utilizzare infinite diverse condizioni iniziali sulle variabili, ma avremmo 

sempre ottenuto una serie infinita di orbite intorno al punto di equilibrio di ampiezza diversa 

ma della stessa forma. Per verificare l’esistenza di altri sentieri dinamici dovremmo 

modificare di continuo i valori sopra ipotizzati e analizzare i segni degli autovalori con punti 

di equilibrio diversi. Supponiamo ora di mantenere i dati numerici dell’esempio sopra, ma di 

considerare incognito il valore di µ per cui l’espressione sotto radice degli autovalori valutati 

al punto di equilibrio non nullo è positiva. Una semplice elaborazione algebrica ci porta a 

definire che il valore di µ per cui tale espressione è positiva è dato da [µ < -1.17952].  Per 

esempio per µ = -1.3, gli autovalori sono [0.360107, -0.360107], il che conferma l’esistenza di 

un punto di sella. Se inseriamo questo valore di µ  negli autovalori valutati nel punto di 

equilibrio all’origine, sempre mantenendo gli altri valori numerici, otteniamo l’equivalente 

numerico di tali autovalori dato da [-0.12047, -0.008517] che conferma l’esistenza di un 

nodo stabile. Questa operazione, anche se molto laboriosa, può essere ripetuta per altri 



 

57 
 

parametri e coefficienti. Possiamo definire anche alcune condizioni in forma analitica  di 

questo modello, per quanto riguarda la valutazione del Jacobiano al punto di equilibrio 

all’origine, che è quella algebricamente meno laboriosa. Togliendo il segno meno dal primo 

autovalore e ridefinendo i segni dei termini del numeratore, vogliamo identificare il valore di 

µ per cui il valore dei due numeratori degli autovalori è minore di zero, in modo da 

identificare le condizioni per avere un nodo stabile. Il risultato di questa operazione porta 

alle seguenti condizioni: 

(2.16)                                                    

  
               

  
 

(2.17) 

                                               

                          

Un’altra condizione, che prevede K2 < 0, non ha ovviamente significato economico. Anche 

ora, inserendo i dati numerici del precedente esempio, si ottiene la condizione µ < -1.17952. 

In questo caso il rispetto di tale condizione comporta che gli autovalori siano negativi e il 

punto di equilibrio all’origine, rappresenti un punto di equilibrio stabile. Nel caso del punto 

di equilibrio  [Q = 35.87942,  g = 1.5494], il rispetto della condizione implica autovalori reali 

ma di segno opposto, e quindi otteniamo un punto di sella, ovvero una condizione di 

instabilità. A proposito di termini negativi, occorre precisare che la condizione vista sopra di 

µ < -1.17952 si riferisce ad un parametro che identifica un tasso di accrescimento (o, definito 

in modo più generale, un tasso di variazione) e non un valore assoluto. Nello specifico caso, 

nulla impedisce che il tasso di accrescimento lordo in termini di unità di efficienza della 

forza-lavoro sia negativo, e quindi il tasso di variazione sia negativo. Per gli altri elementi, 

espressi in termini assoluti, i valori negativi non hanno senso economico. Occorre rilevare 

ancora, come la dinamica dei sistemi linearizzati, nel caso di autovalori reali o complessi ma 

con parte reale diversa da zero, possa essere estesa all’originale sistema non lineare solo 

nell’intorno del punto di equilibrio. Per il sistema non-lineare l’analisi non può che essere 

locale, se si utilizza il metodo della linearizzazione. Tuttavia, come già specificato, quando si 

hanno autovalori puramente immaginari, anche nel modello Lotka-Volterra modificato, il 

diagramma di fase mostra come anche per l’originale sistema non-lineare la dinamica sia 

rappresentata da un centro. 

2.3 Due tipi di capitale 

Introduciamo ora un modello dinamico per due tipi di capitale. In precedenza essi sono stati 

introdotti nel modello come parametri esogeni. Questa necessità di endogenizzare i due tipi 

di capitale, nasce dall’esigenza concreta di collegare in modo esplicito la dinamica di Q e di g 

alla dinamica di essi, in modo tale da rendere la dinamica complessiva del modello più 

attinente alla realtà. E’ evidente come la politica di investimento nei due tipi di capitale, 
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rivesta un’importanza cruciale nelle emissioni di inquinante e, quindi, sul generale impatto 

ambientale. Tale modo di procedere sarà ripreso ampiamente nel terzo capitolo, dove 

verranno analizzate le proprietà dinamiche di sistemi con due tipi di capitale quando 

verranno fatte specifiche ipotesi in merito, e si opererà al di fuori di una struttura Lotka-

Volterra. Sia Q il prodotto interno lordo. Si suppone che la quota s venga investita per 

accrescere la dotazione di capitale. Sia s1 la parte di s investita per accrescere K1 e s2 quella 

investita per accrescere K2. Si abbiano inoltre v1 e v2 che rappresentano i coefficienti di 

ammortamento rispettivamente di K1  e  K2 . Il modello dinamico è il seguente: 

(2.18)            

   

  
           

                 

   

  
          

con         . 

Ovviamente, il primo termine sul lato destro delle due equazioni differenziali, rappresenta 

l’investimento lordo nei due tipi di capitale. Infatti abbiamo: 

(2.18.A) 

       

            

La soluzione delle due equazioni del sistema 2.18) è immediata, dato che si tratta di due 

semplici equazioni differenziali lineari non omogenee3.  

(2.19)         

             
  
  

        
  
  

  

  

                                                   

             
  
  

        
  
  

  

Qui  Q viene considerato un parametro esogeno, e questo semplifica non poco la soluzione 

del sistema  dinamico. Quando t tende a infinito, il valore delle due espressioni tende al 

secondo termine sulla destra delle equazioni, che rappresenta il valore di equilibrio di K1 e 

K2. Infatti, la prima espressione fra parentesi sul lato destro delle soluzioni, rappresenta la 

divergenza fra il valore iniziale e  il valore di equilibrio delle due variabili che può essere 

positiva o negativa. Tale divergenza tende a scomparire per t tendente  a infinito, data la 

negatività dell’esponente del termine esponenziale. Se si considerano le quote di 
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ammortamento costanti e uguali nel tempo, è chiaro come il valore di equilibrio dei due tipi 

di capitale dipende in modo cruciale da s1 e s2. Inoltre è possibile fare varie ipotesi sui saggi 

di investimento nei due settori e sui saggi di ammortamento, potendo quindi avere 

dinamiche diverse in base alle diverse combinazioni. Se noi considerassimo, ad esempio, che 

s1 = 0, allora avremmo una dinamica di K1 che tende a zero in quanto determinata solo dal 

tasso di ammortamento, e quindi avremmo un investimento netto negativo. E’ possibile 

anche eliminare Q dal sistema (2.18) esprimendolo in termini di K1 e K2, per esempio come 

una semplice funzione di produzione lineare additiva del tipo: Q = αK1 + βK2, dove α e β sono 

rispettivamente i coefficienti di produzione di K1 e K2 e, dove, l’output totale origina da due 

processi produttivi completamente separati senza nessuna interazione fra capitale 

inquinante e capitale non inquinante. In tal modo si elimina Q dalla soluzione (2.19) del 

sistema. Questa assunzione di separazione dei due processi produttivi ha un suo 

fondamento logico. Infatti può ritenersi plausibile che, chi continua a utilizzare capitale 

inquinante con capitale non inquinante, lo faccia tenendo separati i due processi produttivi. 

Per esempio, la produzione di energia elettrica da parte di un soggetto pubblico o privato 

che sia, mediante una centrale a carbone e utilizzo di energia solare, si ritiene venga svolta 

attraverso due processi produttivi completamente separati e indipendenti sul piano 

tecnologico, dove non vi è interferenza fra i due tipi di capitale. L’output globale origina 

quindi dalla somma dei singoli output dei due separati processi produttivi, che da un punto 

di vista fisico, in questo caso sono ovviamente omogenei.  Detto questo, possiamo inoltre 

fare l’ipotesi che il saggio di investimento lordo sia funzione del rapporto fra il capitale in un 

certo momento e il suo livello massimo desiderabile o raggiungibile, oltre il quale esso 

diventa nullo. La configurazione del modello assume ora una struttura di tipo logistico ma, 

essendo non-lineare, non è più risolvibile in forma chiusa. La forma assunta è la seguente : 

(2.20) 

   

  
      

  

  
                

                                                    

   

  
      

  

  
                

Dove             è la funzione di produzione lineare di tipo additivo. M1  e M2 sono, 

rispettivamente, il livello massimo dello stock dei due tipi di capitale desiderato dalle 

imprese oltre il quale il saggio di investimento lordo cade a zero. E’ evidente, quindi, che 

man mano che il rapporto K/M cresce, il saggio di investimento lordo diminuisce. Esso è 

massimo per K = 0 e nullo per K = M. In questo secondo caso, l’unico elemento dinamico 

dell’equazione del capitale è il tasso di ammortamento, con un saggio di investimento netto 

negativo. Quando per via del solo ammortamento, il livello dello stock di capitale si sarà 

ridotto al di sotto di una certa soglia, allora il processo di investimento si rimetterà in 

movimento. Nella realtà tale automaticità è tutta da verificare, in quanto elementi di sfiducia 

nel sistema potrebbero spingere le imprese a non effettuare gli investimenti.  



 

60 
 

Nulla garantisce che le imprese intraprendano nuovi processi di investimento in presenza, 

per esempio, di una forte insufficienza della domanda sia interna che internazionale. Gli 

unici investimenti che le imprese intendono fare, potrebbero essere solo quelli per sostituire 

il capitale ammortizzato e mantenere costante la capacità produttiva. La presunta 

automaticità è dunque un assunto teorico molto forte, che rischia di riporre una totale 

fiducia in un meccanismo ciclico che invece può evidenziare molti elementi di aleatorietà. E’ 

comunque evidente, come fatto rilevare in altra parte di questo scritto, che lo stock di 

capitale non può continuamente cadere a zero, in quanto il sistema economico di fatto 

scomparirebbe. Per esempio, si può ipotizzare un intervento massiccio del Governo 

mediante investimenti pubblici diretti, o altre forme di incentivazione all’investimento 

privato. La struttura matematica del modello, così come è stata definita, non sembra 

comunque in grado di poter evidenziare la  ripresa automatica dell’investimento privato che 

è una ipotesi non agevolmente verificabile. Una volta  che l’investimento cade a zero quando 

lo stock di capitale effettivo ha raggiunto lo stock massimo che le imprese desiderano 

detenere, non esiste nessun meccanismo automatico che rimette in moto l’investimento 

lordo. Una ipotesi plausibile che si può fare per evitare che si verifichi la caduta a zero 

dell’investimento lordo è, semmai, che difficilmente le imprese spingeranno lo stock di 

capitale fino al massimo desiderabile, in quanto un elevato livello di tale stock comporta 

anche un elevato livello dei costi fissi definito dai valori dell’ammortamento del capitale e, 

quindi, esiste sempre un margine all’investimento lordo perlomeno da come è stato 

strutturato il modello.  Proseguendo comunque nella nostra analisi del modello di cui sopra, 

è possibile dimostrare che il punto di equilibrio all’origine è un punto di equilibrio instabile 

(un punto di sella), mentre l’altro punto di equilibrio dato da [K1, K2] = [M1, M2] è un punto di 

equilibrio  stabile, ma solo se i saggi di ammortamento sono pari a zero; altrimenti il punto di 

equilibrio è ad un livello inferiore di M1 e M2. Le equazione del modello sopra, sono in 

qualche modo l’equivalente dello sviluppo di una popolazione biologica con capacità di 

carico (carrying capacity) e soggetta ad un saggio positivo di sfruttamento (Clark, 2005  pag. 

12 e seg.). Qui la funzione equivalente del saggio positivo di sfruttamento è svolta dal tasso 

di ammortamento del capitale. La questione a cui abbiamo fatto riferimento ora, non è una 

semplice ipotesi di lavoro, in quanto è presumibile che quanto più elevato è lo stock di 

capitale di cui è dotato il sistema economico tanto minore sarà il saggio di investimento 

lordo. Man mano che il sistema si avvicina al punto massimo di dotazione di capitale, minore 

sarà la propensione ad investire delle imprese che ritengono tale dotazione ampiamente 

sufficiente per lo svolgimento della attività produttiva. Difficilmente le imprese vorranno 

tenere capacità produttiva in eccesso rispetto alle loro reali necessità. Attribuendo valori 

numerici (ipotetici) ai coefficienti e ai livelli massimi ipotizzati dello stock dei due tipi di 

capitale, è possibile avere una verifica immediata di quanto sopra affermato. Si abbiano i 

seguenti valori dei coefficienti e parametri: s1 = 0.1;  s2 = 0.2;  M1 = 100;  M2 = 150,  v1 = v2 = 

0.1;  α = 0.6;    = 0.8. Otteniamo così tre  punti di equilibrio, di cui uno non significativo dal 

punto di vista economico data la negatività dei valori. Il punto di equilibrio all’origine dà 

autovalori del Jacobiano del sistema linearizzato reali ma di segno opposto e uguali a (-0.1, 

0.12) confermando il punto di sella e quindi l’instabilità.  
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L’altro punto di equilibrio [K1, K2] = [49.34, 84.74] da autovalori reali ma ambedue negativi e 

uguali a (-0.208, -0.115) confermando quindi l’esistenza di un nodo stabile. Come affermato 

sopra, la presenza di tassi di ammortamento positivi, comporta che i punti di equilibrio 

diversi dallo zero, sono ad un livello inferiore della capacità di carico. Tecnicamente ciò 

avviene perché la presenza dei saggi di ammortamento rende le due equazioni non 

omogenee e quindi il valore del punto di equilibrio diverso da zero non coincide con le 

capacità di carico.  E’ possibile anche dare la soluzione completa del sistema linearizzato nel  

punto  di equilibrio diverso dall’origine. Essa è data da: 

(2.21) 

                                         

                                         

E’ evidente, come il limite delle suddette soluzioni quando t tende a infinito, sia il punto di 

equilibrio. Graficamente, con la linea rossa che rappresenta K2 e quella verde K1, abbiamo: 

 

 

Combinando ora le equazioni del sistema (2.10) e (2.18) con s1 e s2 fissi, il sistema completo 

assume ora la seguente configurazione: 

(2.22)                                           
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Ora la soluzione separata delle due equazioni che danno la dinamica del capitale non ha più 

senso in quanto essa dipende anche dalla dinamica di Q che a sua volta dipende dal livello di 

K1/K2.  Ponendo le derivate uguali a zero, si ottiene il punto di equilibrio dato da: 

(2.23) 

   
                  

     
   

                        
     

 

   
                      

   
   

    
                  

     
  

Lo Jacobiano del sistema (2.22) è dato da: 

(2.24) 

 

22

11

2

2

1

22

1

2

2

1

22

1

00

00

vs

vs

K

gK

K

g
A

K

K
bQabg

K

QK

K

Q
dQA

K

K
dgc

y

X














 

 

Come è agevole rilevare, andare ad inserire i valori dei punti di stabilità nel Jacobiano 

comporta una matrice estremamente ingombrante e non maneggevole sul piano analitico. Si 

possono fare allora alcune semplificazioni ponendo: 

                                       dove i simboli con al pedice lo 

zero, rappresentano i valori di equilibrio delle variabili del modello.  

Lo Jacobiano valutato nel punto di equilibrio è allora il seguente: 
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(2.25) 
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Inoltre abbiamo: 

(2.26) 
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che rappresenta il vettore delle derivate rispetto al tempo delle quattro variabili del 

modello, e  

(2.27) 
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che rappresenta il vettore delle differenze fra le variabili e i lori punti di equilibrio. Il sistema 

completo di equazioni differenziali del sistema linearizzato è, in forma compatta matriciale 

dato da: 

(2.28) 

                                                              a = Bc 

La soluzione del modello è molto complessa. Si potrebbero comunque attribuire valori 

numerici ipotetici ai vari coefficienti ed ottenere una soluzione del modello  linearizzato. 

Questo è uno di quei casi dove il ricorso alla soluzione numerica è dovuto alla estrema 

complessità della soluzione per via analitica. Per dovere di completezza proviamo dunque ad 

ipotizzare alcuni valori per i coefficienti e i parametri esogeni al modello. Si abbiano : 
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a = 0.02;  b = 0.03;  c = 0.08;  d = 0.8;     = 0.02;  α = 0.02;  x = 0.03;  y = 0.02  µ = 0.06  s1 = 0.1  

s2 = 0.2  v1 = v2 = 0.1;   A = 50  

Con questi valori il sistema (2.22) ha il seguente punto di equilibrio, considerando che qui α e 

  hanno nuovamente il significato del modello originario e non quello di produttività dei due 

tipi di capitale: 

(2.29) 

                                         

Inserendo questi valori nel Jacobiano esso assume la seguente configurazione: 
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Gli autovalori corrispondenti sono dati da: 

(2.31) 

                                                 

Essendovi due autovalori negativi e due complessi ma con parte reale positiva,  il teorema 

Hartman-Grobman è applicabile  e il sistema presenta instabilità. Basta infatti la presenza di 

un autovalore reale positivo o complesso e con parte reale positiva perchè il sistema sia 

instabile. Il sistema linearizzato può ora essere espresso moltiplicando lo Jacobiano valutato 

al punto di equilibrio per il vettore delle differenze fra le variabili del sistema e i loro punti di 

equilibrio. Nel caso specifico esso assume la seguente configurazione: 

(2.32) 
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A conclusione di questa parte si può dire che ora, a differenza di tutti i casi precedentemente 

analizzati, essendo il sistema composto da quattro equazioni differenziali, esso potrebbe 

anche esibire una dinamica caotica, in base a quelli che sono i segni degli autovalori  (gli 

esponenti di Lyapunov). Il livello di caoticità è dato dalla somma degli autovalori positivi 

(indice di entropia di Kolmogorov-Sinai). (Si veda su questo aspetto, Bertuglia e Vaio, 2007, 

cit. pag. 196). Nel terzo capitolo, come già abbiamo anticipato in precedenza, verranno 

analizzate varie versioni del modello di cui sopra in una struttura diversa da quella di Lotka-
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Volterra e facendo varie ipotesi sulla natura e la consistenza dei coefficienti e sul loro 

significato economico. Il modello verrà via via ampliato mediante l’introduzione di nuove 

equazioni dinamiche che contribuiranno a dare una configurazione più generale e 

complessiva del fenomeno analizzato. Per il momento abbiamo solo anticipato alcuni 

concetti che saranno successivamente utilizzati e sviluppati in un contesto le cui finalità di 

analisi sono, in parte, diverse da quelle esposte nel presente capitolo. 

2.4 Capacità di carico 

Introduciamo ora una nuova variante al modello base, tralasciando per semplicità tutte le 

varianti che sono state apportate in precedenza. Tale modifica consiste nell’introdurre la 

capacità di carico ‘carrying capacity’, ovvero una sorta di livello massimo oltre il quale 

l’output non può andare, dati, per esempio, il livello tecnologico presente, la capacità 

produttiva della forza-lavoro, la dotazione di capitale e di risorse naturali, ecc. Per 

semplicità, abbiamo considerato inizialmente tale capacità di carico solo per l’output e non 

per il tasso di diminuzione della capacità produttiva della forza-lavoro. In verità, anche per 

questa variabile andrebbe considerato questo limite, perché un livello troppo elevato 

potrebbe alla lunga avere effetti irreversibili sulla totale capacità produttiva della forza-

lavoro in base alle ipotesi fatte sul rapporto fra output, emissioni di sostanze inquinanti e 

capacità produttiva della forza-lavoro stessa. In seguito il modello verrà esteso anche a 

questa possibilità. Il tema dell’irreversibilità è una questione cruciale, in quanto non 

consente la possibilità di riconsiderare  ad un tempo successivo scelte fatte in un momento 

antecedente. Per esempio, l’eccessivo consumo di una risorsa esauribile deciso ad un tempo 

T0, potrebbe comportare al tempo T1 l’impossibilità di riconsiderare certe scelte dato ormai 

l’irreversibile basso livello dello stock della risorsa stessa che rende impraticabili opzioni 

produttive diverse. Le decisioni intraprese al tempo T0 diventano vincolanti per le decisioni 

da prendersi al tempo T1. “In valuing environmental resources such as current climate 

conditions, biodiversity, or complex ecological systems, the irreversibility of decisions and 

events can be central. A key aspect of these resources is that once altered they cannot easily 

be restored to their current conditions, at least on a relevant timescale. The decision not to 

preserve a rich reservoir of biodiversity such as the 60 million year old Korup forest in 

Nigeria is irreversible (...) This has led to the concept of ‘option value’:  preserving a unique 

asset in its present state allows us the possibility of changing our minds later. Altering it 

irreversibly does not. Preserving it has thus to be credited with an ‘option value’ because it 

keeps open to us the option of reconsidering our decisions. Altering it leaves us no such 

option in the future” (Heal e Chichilnisky, 1998, pag. 36). Un elemento fondamentale alla 

base di questo ragionamento, è la possibilità di ottenere in futuro nuove informazioni, che al 

momento sono sconosciute, che ci possano permettere di riconsiderare le scelte fatte in un 

periodo antecedente in cui tali informazioni non erano disponibili. Ancora Chichilnisky e 

Heal: ”The option value of preserving an environmental or ecological asset has been 

explored in the context of uncertainty about the future benefits associated with its existence 

(...) the central issue is that there are benefits that will accrue in the future from the 
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preservation  of a resource, but these are currently unknown. If the resources is preserved 

into the future, then in the future the decision about whether to preserve it can be 

reconsidered in the light of better information then available about the benefits from its 

existence. If it is not preserved, then there is no chance of reconsideration when we have 

better information. In this case conventional decision rules will underestimate the value of 

preserving the asset” (Heal e Chichilnisky, 1998, cit. pag.37). Il modello è ora il seguente: 

(2.33)                                           

  

  
      

 

    
      

                                                    

  

  
        

Nella prima equazione dove cQ misura la crescita dell’output in base al saggio c, ora viene 

preso in considerazione il fattore Q/Qmax che rappresenta il rapporto fra il livello al quale 

l’output viene prodotto attualmente in relazione al massimo producibile. E’ evidente dalla 

struttura della relazione, che quanto più grande è tale fattore, quanto più ci si avvicina 

all’output potenzialmente producibile, tanto minori saranno le capacità di crescita 

dell’output stesso4. Per esempio, potrebbero iniziare a scarseggiare sia certe materie prime  

come  pure la manodopera generica o altamente qualificata. Oppure, la quasi saturazione di 

certi mercati di sbocco rende conveniente la diminuzione dell’offerta e quindi della 

produzione globale. Comunque, qualunque possa essere la causa, l’avvicinarsi del livello 

massimo sostenibile dal sistema dell’output globale, comporta una diminuzione delle sue 

possibilità di crescita. Il termine dgQ, come nel modello base originario, rappresenta invece 

l’effetto negativo che g provoca su Q. (Da rilevare, come fatto anche precedentemente, che 

anche qui d sulla parte destra della prima equazione è un semplice coefficiente, e non 

rappresenta il simbolo di derivata). La seconda equazione non presenta invece variazioni 

rispetto al modello base. I punti di equilibrio del sistema,  ponendo come al solito le derivate 

uguali a zero e ipotizzando Qmax = 3, sono dati da: 

(2.34) 

                                               

Lo Jacobiano  del sistema è : 

(2.35)     
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Attribuiamo ora, per fare un esempio, i seguenti ipotetici valori ai coefficienti del sistema: c = 

0.001;  d = 0.03;  b = 0.01; a = 0.02, e consideriamo lo jacobiano valutato con il terzo punto di 

equilibrio:  la matrice (2.35) assume ora la seguente configurazione: 

(2.36)   

 
               

        
  

Gli autovalori sono complessi e coniugati con parte reale negativa:   

(2.37) 

                                                                                  ] 

Quindi, data la iperbolicità del punto di equilibrio , la dinamica del sistema linearizzato che 

ne risulta è un fuoco stabile, e può essere estesa anche al sistema non lineare nell’intorno 

del punto  di equilibrio.  Il sistema linearizzato è il seguente: 

(2.38) 

   
             
        

  

Inoltre abbiamo: 

(2.39) 

 

 

 

(2.40)  

   
      

          
  

La soluzione è  quindi data da:  x=Yz, che dà il seguente risultato: 

(2.41)                      
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Come è immediatamente verificabile, il sistema esibisce una dinamica ciclica smorzata, che 

tende ai valori di equilibrio delle due variabili quando t tende a infinito. Anche dal grafico 

sopra è possibile verificare immediatamente la dinamica ciclica smorzata di Q (linea rossa) e 

g (linea verde). In questo caso il sistema presenta una dinamica  che è però diversa da quella 

del modello originario, il cui ciclo si ripete sempre nella stessa misura, senza smorzamenti o 

amplificazioni. Qui abbiamo invece un fuoco stabile. Anche il diagramma di fase conferma la 

dinamica di cui sopra: 

 

Il valore molto basso della parte reale degli autovalori, seppur negativo, indica che il 

processo di convergenza al punto di equilibrio è molto lento. Nell’ultimo capitolo di questo 

lavoro, faremo una analisi più specifica della differenza fra variabili lente e veloci, ed i 

problemi che ne derivano per una loro corretta identificazione e successive possibili 

variazioni.  Andando avanti con l’analisi degli altri punti di equilibrio, se  noi ora utilizziamo il 

primo e il secondo di tali punti di equilibrio, allora abbiamo autovalori di segno opposto e 

quindi otteniamo punti di sella, con il sistema che ora è instabile. Infatti lo Jacobiano 

valutato all’origine  ha determinante negativo ed autovalori [-0.02 e 0.001] e quello valutato 

a Q = 3 e g = 0 ha anch’esso determinante negativo ed autovalori [-0.001 e 0.01]. E’ agevole 

anche in questo caso ottenere la soluzione in forma chiusa dei rispettivi sistemi linearizzati di 
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equazioni differenziali. Comunque per tutti e tre i punti di equilibrio, abbiamo autovalori con 

parte reale non nulla, e quindi, in base al teorema Hartman-Grobman, la dinamica del 

sistema linearizzato è un’ottima approssimazione della dinamica dell’originale sistema non-

lineare nell’intorno del punto di equilibrio. Ma ora si presenta un altro problema: se 

cambiano i valori dei coefficienti, cosa succede? Siamo sicuri che la dinamica del sistema 

sarà la stessa data dalle soluzioni (2.41)?  Per rispondere a questo problema occorre fare una 

analisi qualitativa del sistema (2.33) ed ottenere alcuni risultati sul piano strettamente 

analitico e quindi di natura più generale. Indichiamo ora Qmax = h. I tre punti di equilibrio 

sono dati da: 

 (2.42) 

                        [Q0 , g0] = [0,0],  [Q1 , g1] = [h, 0],  [Q2, g2] = [ a/b,  -c(a-hb)/(hb)] 

Valutato al terzo punto di equilibrio, il jacobiano è ora dato da: 

(2.43) 

 
    

 

  
  

  

  
 

       

  

   

 
        

  
 

  

 

e presenta i seguenti autovalori: 

(2.44) 

 
                        

   
  

Essendo tutti i coefficienti positivi, è evidente come non possa mai aversi un centro come nel 

modello base, in quanto i termini fuori il segno di radice non possono essere zero. Qui si 

possono presentare vari tipi di dinamica. Definiamo, per comodità di analisi, il valore sotto 

radice uguale a W. Abbiamo quindi le seguenti possibilità, considerando che j rappresenta il 

valore assoluto della radice di W :
 

Per  :    W < 0   avremo 
      

   
    e quindi un fuoco stabile. 

W > 0   avremo  se            un nodo stabile. 

W > 0   avremo  se             un punto di sella. 

W > 0   avremo  se|     =     autovalori zero e quindi non si possono fare    

considerazioni sul sistema non lineare.                     

W = 0   avremo autovalori ripetuti. 
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Dunque, come è possibile rilevare, a seconda dei valori dei coefficienti utilizzati, si possono 

presentare dinamiche diverse delle due variabili. Anche per quanto riguarda  gli altri due 

punti di equilibrio è possibile fare una analisi qualitativa. In relazione al primo punto di 

equilibrio,  lo Jacobiano è il seguente: 

(2.45)  

                                                                            
  
   

  

Data la positività di c ed a abbiamo un determinante negativo ed autovalori di segno 

opposto, desumibili immediatamente dagli elementi sulla diagonale principale della matrice, 

dato che si tratta di una matrice diagonale. In base a tale caratteristica della matrice è anche 

immediatamente rilevabile che la traccia corrisponde alla somma degli autovalori e il 

determinante al prodotto di essi (sempre la somma degli autovalori di una matrice è uguale 

alla traccia e il prodotto uguale al determinante). Quindi il suddetto punto di equilibrio dà 

sempre origine ad un punto di sella, e quindi ad una dinamica instabile. Quando invece lo 

Jacobiano è valutato al secondo punto di equilibrio  abbiamo:  

(2.46) 

      
     

  

Essendo gli autovalori del sistema [ -c,  3b-a ] ora il movimento dinamico dipende dal valore 

di (3b-a), in quanto –c è sicuramente negativo data la positività di c. Se esso è minore di zero 

allora avremo un determinante positivo ed autovalori entrambi negativi, e quindi si ottiene 

un nodo stabile. Se invece (3b-a) è maggiore di zero, allora il determinante è negativo con 

autovalori reali ma di segno opposto, e quindi abbiamo un punto di sella. Con (3b-a) = 0, un 

autovalore è zero e quindi non è applicabile il teorema Hartman-Grobman. Il suddetto valore 

di (3b-a) = 0, e quindi a/b = 3 si configura  come un valore di biforcazione, in quanto 

passando da negativo a positivo si ha un cambiamento nella struttura dinamica del sistema, 

che passa da un nodo stabile ad un punto di sella. Il sistema perde stabilità. Vale ovviamente 

l’opposto passando da un valore positivo ad uno negativo, in quanto ora il sistema acquista 

stabilità. Come detto in  precedenza, per dovere di completezza, dobbiamo ora estendere 

l’analisi considerando che esista una capacità di carico anche su g. Per facilitare 

l’esposizione, indichiamo Qmax = x e gmax = y. Il modello assume ora la seguente 

configurazione: 

 

 

(2.47) 
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Rispetto al modello precedente ora abbiamo quattro punti di equilibrio, ma l’analisi non 

differisce da quanto detto in precedenza poiché, ancora una volta, il valore numerico dei 

coefficienti definisce in modo sostanziale la dinamica del sistema, escluso che per il punto di 

equilibrio all’origine dove, data la positività assunta per i coefficienti, la dinamica è sempre 

un punto di sella. Per dovere di completezza e di rigore analitico,  ripetiamo qui l’analisi degli 

autovalori che abbiamo fatto per il modello precedente, anche se il modo di procedere è lo 

stesso. Lo Jacobiano del precedente sistema è dato da : 

(2.48) 

 
    

 

 
  

  

 
      

       
 

 
  

  

 
   

  

Ora abbiamo quattro punti  di equilibrio dati da: 

(2.49) 

                                                       

  
        

       
 
        

       
  

La considerazione della capacità di carico anche su g rende comunque molto più complessa 
la lettura degli autovalori dello Jacobiano valutato al quarto punto di equilibrio in quanto 
molto voluminosa, ma la sostanza del ragionamento non differisce da quello con la sola 
capacità di carico su Q. Si può comunque affermare, che una simulazione sul modello 
completo fatta con i valori dei coefficienti del modello con sola capacità di carico su Q, 
aggiungendo un valore di 0.05 per la capacità di carico su g, fornisce ora una dinamica 
instabile per tutti e quattro i punti di equilibrio, ovvero tre situazioni con punti di sella e una 
con un nodo instabile. Ma se i coefficienti cambiano in modo appropriato, la dinamica esibita 
dal modello potrebbe essere completamente diversa. Vediamo allora sul piano analitico 
quali sono le condizioni generali di stabilità dei quattro punti di equilibrio. Valutato secondo 
il primo di tali punti, gli autovalori del jacobiano sono [c, -a]. E’ evidente che, data l’ipotesi di 
positività di tutti i coefficienti e delle capacità di carico, abbiamo ancora un punto di 
equilibrio instabile dato da un punto di sella. In base al secondo punto di equilibrio abbiamo 
autovalori dati da [c-dy, a]. Anche in questo caso abbiamo un punto di equilibrio instabile, 
che corrisponde a un punto di sella se il primo autovalore è negativo, cioè se  [y > c/ d] e a un 
nodo instabile se esso è positivo, cioè se [y < c/d]. Nel caso che il primo autovalore sia nullo, 
non siamo in grado di trarre conclusioni, anche localmente, sul sistema non lineare. In base 
al terzo punto di equilibrio, gli autovalori sono dati da [-c, -a+xb].  Ora può aversi ancora un 
punto di sella se il secondo autovalore è positivo, cioè se [x > a/b], oppure un nodo stabile se 
esso è negativo, cioè se [x < a/b]. Se fosse zero, valgono le conclusioni fatte al punto 
precedente. Con il quarto punto di equilibrio, indicando con    l’espressione sotto radice 
data l’estrema voluminosità dell’espressione, abbiamo:  
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(2.50)  

 
                      

          
  

 

Tale struttura degli autovalori può dar luogo ad un ampio ventaglio di soluzioni dinamiche. 

Infatti, se la somma degli elementi fuori radice fosse zero, e il valore sotto radice fosse 

negativo, avremmo un centro per il sistema linearizzato, ma non sappiamo se, come negli 

altri casi, anche il modello originale non-lineare dà luogo ad un centro o un fuoco. Se invece 

tale valore fosse positivo, avremmo un punto di sella. Se il valore fuori radice fosse invece 

positivo o negativo, allora la positività o negatività del valore sotto radice può configurare 

soluzioni dinamiche molto diverse, dal fuoco stabile al fuoco instabile, dal nodo stabile al 

nodo instabile, dipendendo dal complesso intreccio fra i valori numerici dei coefficienti e dei 

parametri dati dalle capacità di carico, e dalla somma algebrica fra i valori fuori radice e il 

valore della radice stessa. Come è possibile osservare, da una soluzione analitica che 

produce risultati generali, si possono trarre solo conclusioni generali sulle varie dinamiche 

che il sistema può seguire. L’utilizzo di coefficienti e parametri in forma numerica ha il pregio 

di produrre risultati più leggibili sul piano formale ma ha un puro valore esemplificativo e, 

per analizzare in termini numerici la dinamica del sistema, occorrerebbero molte simulazioni 

con valori diversi. La varietà dei sentieri dinamici data dalla possibilità di valori differenti dei 

coefficienti ci permette, attraverso l’analisi qualitativa, di cogliere appieno il significato e 

l’importanza dell’incertezza non solo sulla reale natura delle relazioni strutturali fra le 

variabili, ma anche sulla reale consistenza quantitativa dei coefficienti che definisce 

l’intensità di tali relazioni. Possiamo stabilire solo cosa avviene se i coefficienti assumono 

determinati valori, non cosa avviene realmente se non conosciamo appieno tali valori. 

Comunque, per quanto riguarda il presente modello, riprendendo i valori numerici dei 

coefficienti utilizzati per la simulazione del modello precedente con in più il valore della 

capacità di carico su g di y = 0.05, diventa agevole calcolare gli autovalori e verificare il tipo 

di dinamica per il sistema linearizzato e quindi, se rispettate le note condizioni, per il sistema 

non-lineare. Per il quarto punto di equilibrio tale operazione è un po’ più laboriosa dal punto 

di vista dei calcoli, ma non presenta alcuna difficoltà concettuale. Un’altra via per ottenere 

sentieri dinamici diversi dal ciclo (centro) senza ricorrere alla introduzione di altri elementi 

come abbiamo fatto nelle pagine precedenti, sarebbe quello di considerare il fenomeno 

dell’over-crowding che, all’interno di un modello Lotka-Volterra, è tipico di due popolazioni 

interagenti quando, oltre ad intercorrere un rapporto tipo preda-predatore, si ha anche 

competizione interna a ciascuna specie (per esempio a causa delle limitate risorse 

alimentari). Se da un punto di vista analitico-matematico questa operazione non presenta 

particolari problemi di formalizzazione e soluzione mediante linearizzazione, nel nostro caso 

specifico, dato il significato assunto dalle variabili, questi problemi sorgono quando si tenti di 

darne una concettualizzazione che abbia una logica ben definita sul piano economico. Non 

intendiamo qui analizzare formalmente tale problema. Abbiamo provato ad effettuare 
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alcune simulazioni numeriche (che qui non riportiamo); esse configurano vari sentieri 

dinamici di cui alcuni stabili altri instabili, ma mai un ciclo tipo il modello Lotka-Volterra 

originario5.    

Visto che abbiamo spesso fatto riferimento al modello base  presentato nella parte iniziale di 

questo lavoro, diamo ora una soluzione della versione linearizzata in un semplice esempio 

numerico, per la soluzione non nulla del punto di equilibrio. Il jacobiano è il seguente: 

(2.51)  

 
 

  

 

 
  

 
 

  

 Con i valori dei coefficienti utilizzati nel precedente esempio numerico, esso diventa: 

(2.52)   

         
      

  

i cui autovalori sono:  

(2.53)  

                                      

Essendo gli autovalori dati da radici immaginarie pure, la dinamica del sistema linearizzato è 

un centro. La soluzione qualitativa dimostra come tale dinamica è sempre la stessa, con i 

seguenti autovalori: 

(2.53A)  

                  

che, data la positività di (c,a), sono sempre radici immaginarie pure. Graficamente abbiamo il 

seguente andamento dinamico: 
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La linea verde rappresenta il sentiero dinamico di Q(t), mentre quella rossa di g(t). Come è 

possibile rilevare il ciclo si ripete all’infinito con oscillazioni né smorzate né esplosive. Questo 

corrisponde al diagramma di fase del sistema (2.1) visto precedentemente. Ciò conferma 

ancora una volta che la soluzione in forma grafica del sistema non lineare, rappresenta 

anche per esso un ciclo che si ripete all’infinito senza oscillazioni né smorzate né amplificate. 

Il sistema esibisce stabilità ma non stabilità asintotica, e nemmeno stabilità strutturale in 

quanto l’introduzione di ulteriori elementi nel modello base può comportare il sorgere di 

dinamiche diverse da quella generata da autovalori puramente immaginari come abbiamo 

ampiamente verificato nelle pagine precedenti. Inoltre si può anche affermare, con 

terminologia diversa, che il sistema originale Lotka-Volterra è un sistema non-lineare 

conservativo. “The name is drawn from physical systems, which are called conservative 

when their total energy (potential plus kinetic) remains constant during the motion over 

time. A conservative system  may be thought of as a system in which there is no friction ( 

which would imply dissipation of energy). For non-physical systems the ‘conservative’ 

character is attributed on purely formal grounds” (Gandolfo, cit. pag. 456). Inoltre: ”From 

the fact that in conservative systems volumes remain constant under the flow (or map), we 

may deduce that those systems cannot have attracting regions in the phase space, i.e., there 

can never be asymptotically stable fixed points, or limit cycles, or strange attractors” (Medio,  

1992, pag.33). Ancora, in relazione specifica con il sistema Lotka-Volterra: “(...) All the 

trajectories starting in the positive quadrant are closed orbits around the fixed point. There 

are of course no attracting limit cycles, and initial conditions entirely determine which of the 

infinite numbers of cycles is actually followed” (Medio, 1992, cit. pag. 34). Basato sulla 

nozione di ‘ divergence or Lie-derivative’, il sistema è conservativo se la traccia del Jacobiano 

del sistema linearizzato è zero, mentre è dissipativo, ovvero il sistema perde energia, se tale 
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traccia è negativa. Inoltre non si ha nemmeno un ciclo limite, perché cambiando 

ripetutamente il valore dei coefficienti, si ha una serie di cerchi concentrici che 

rappresentano orbite nessuna delle quali converge o diverge verso un’altra orbita chiusa. Del 

resto la traccia zero esclude l’esistenza di cicli limite e conferma l’esistenza di un centro. In 

base al criterio di Bendixon, un’orbita chiusa isolata rappresenta un ciclo limite stabile se 

tutte le orbite che partono dall’interno convergono al ciclo limite e così pure tutte quelle che 

partono dall’esterno. All’interno del ciclo limite il sistema acquista energia, mentre 

all’esterno perde energia (ovvero è dissipativo). Sostanzialmente per avere un ciclo limite 

stabile, la traccia del sistema deve cambiare di segno: deve essere positiva all’interno e 

negativa all’esterno del ciclo limite stesso (Gandolfo, cit. pag. 438). All’opposto, ovviamente, 

abbiamo un ciclo limite instabile. Ma possiamo avere anche un ciclo limite semistabile, se 

esso è stabile dall’interno e instabile dall’esterno, o viceversa. Tornando al criterio di 

‘divergence or Lie-derivative’, occorre rilevare che traccia zero del Jacobiano significa che è 

zero la somma delle derivate parziali che si trovano sulla diagonale principale della matrice 

del sistema linearizzato. Nel nostro specifico caso otteniamo: 

(2.54)                                              

  
  
  

       

  
  
  

      

Inserendo i valori di equilibrio di g e Q  non zero, otteniamo: 

(2.55)                                              

  
  
  

 

  
  
  

      
 

 
      

 

 
    

Il criterio suddetto conferma ancora che il sistema è conservativo, ovvero né converge né 

diverge da un punto di equilibrio, un ciclo limite o qualunque altro tipo di attrattore. Su 

questo punto, ovvero di sistema conservativo basato sulla definizione di ‘Lie-derivative’, 

occorre comunque procedere con molta cautela. Per esempio, la traccia zero con 

determinante positivo dà autovalori puramente immaginari e quindi il sistema è 

conservativo, come il Lotka-Volterra valutato nel punto di equilibrio non nullo. Il criterio 

della ‘Lie-derivative’ è quindi applicabile. Ma un sistema con traccia zero e determinante 

negativo dà un punto di sella. Il determinante negativo dà sempre un punto di sella. Per 

esempio la matrice: 

(2.56) 

 
  
  

  

ha traccia zero ma determinante [-4] , e autovalori [ 2,  -2 ]. La dinamica del suddetto 

sistema è un punto di sella, quindi è instabile. Inoltre la matrice di cui sopra è anche 

simmetrica, e le matrici simmetriche non hanno autovalori complessi6. Quindi, come è noto, 
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dedurre che è conservativo perché la traccia del sistema è zero, è errato. La traccia zero è 

una condizione necessaria ma non sufficiente. Tutti i sistemi conservativi hanno traccia zero, 

ma non tutti i sistemi con traccia zero sono conservativi. “Hence the definition based on the 

Lie derivative must be taken with caution: it is true that all conservative systems have a 

Jacobian with a zero trace at the equilibrium point, but not necessarily elsewhere. By 

contrast, dissipative systems possessing a limit cycle must have a Jacobian whose trace 

changes sign in the region where the limit cycle lies” (Gandolfo, cit. pag. 457). 

2.5 Conclusioni 

In questo secondo capitolo abbiamo analizzato molte possibili varianti al modello Lotka-

Volterra base che definisce un ciclo nel sentiero temporale dinamico fra l’output e la 

diminuzione della capacità produttiva della forza-lavoro dovuta al riscaldamento globale e 

più in generale alla emissione di sostanze inquinanti. Queste varianti comportano 

l’aumentare del numero delle dinamiche temporali possibili delle due variabili oggetto di 

analisi nel nostro modello e dipendono, data la struttura delle relazioni fra le variabili stesse 

e i coefficienti, dai valori numerici attribuiti ai coefficienti stessi e ai parametri esogeni del 

modello. Qui occorre fare alcune precisazioni. Se si tratta di fare alcuni esercizi numerici per 

dare una consistenza più evidente alle relazioni strutturali, non vi è niente di trascendentale, 

purché si abbia la consapevolezza che si tratta di pure simulazioni e niente più. Già in 

precedenza abbiamo sottolineato la difficoltà di definire sia la struttura qualitativa che la 

consistenza quantitativa delle relazioni che stanno alla base della costruzione dei modelli 

oggetto della nostra analisi. Sottolineando ancora la difficoltà di attribuire valori numerici ai 

coefficienti e ai parametri esogeni ai modelli che non siano frutto di valori osservati o stimati 

econometricamente, spesso siamo ricorsi alla ricerca di risultati in forma analitica che ci 

permettessero di raggiungere risultati molto generali e di analizzare le condizioni di stabilità 

in base a possibili valori assunti dai coefficienti e parametri. Inoltre, l’elemento incertezza 

gioca un ruolo ancor più decisivo nel dover operare con estrema cautela quando si 

formulano certe ipotesi nella costruzione di modelli e nella espressione di considerazioni su 

certi risultati ottenuti dalla soluzione dei modelli stessi ed implica, come già rilevato in  altra 

parte, l’utilizzo di un apparato analitico-matematico diverso da quello adottato in gran parte  

del presente lavoro. E’ evidente che se la consistenza quantitativa dei coefficienti e dei 

parametri è caratterizzata da incertezza forte, allora si potrebbe considerare tale consistenza 

come una sorta di valor medio probabile soggetto ad una distribuzione di probabilità. Ma se 

la dinamica del sistema dipende dai valori numerici che i coefficienti e i parametri assumono, 

e questi sono soggetti ad incertezza e quindi ad una distribuzione di probabilità, allora anche 

la dinamica che il sistema assume è soggetta ad una distribuzione di probabilità.  La cosa più 

sensata che possa farsi è, dunque, quella di analizzare le dinamiche sul piano qualitativo e 

vedere quali segni gli autovalori del sistema assumerebbero se ai coefficienti ‘si 

attribuissero’ certi valori numerici; ovvero quali sono i valori limite che comportano il salto 

da un tipo di dinamica ad un’altra, e quindi che danno luogo ad una biforcazione. Inoltre 

occorre tenere presente che si tratta sempre di modelli la cui struttura è di tipo non-lineare 
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e che non sono generalmente risolvibili in forma chiusa. La validità dei modelli  che vengono 

linearizzati intorno al punto di equilibrio, è sicuramente minore dei modelli non-lineari 

stessi, e la loro dinamica è abbastanza simile a quella della versione non-lineare se il sistema 

si trova vicino ai punti di equilibrio, fatti ovviamente salvi i problemi che ne derivano quando 

si hanno autovalori del sistema linearizzato che sono puramente immaginari, e quindi i punti 

di equilibrio  sono non iperbolici (con conseguente inapplicabilità del teorema Hartman-

Grobman). Infatti, come abbiamo fatto rilevare nelle note metodologiche del primo capitolo, 

la parte non lineare può determinare una dinamica complessiva qualitativamente diversa 

per l’intero modello. Del resto, la linearizzazione implica una analisi parziale della dinamica 

generale. Allora, potremmo ricorrere ad una analisi grafica mediante i diagrammi di fase, o 

ad una analisi numerica (es. metodo Runge-Kutta). Di più è difficile dire. Un’altra questione 

da sottolineare, è che abbiamo apportato alcune modifiche al modello originale Lotka-

Volterra, ma tali modifiche potrebbero essere ancora ampliate in modo da introdurre altri 

parametri che potrebbero definire ulteriori dinamiche interessanti. Per esempio, non si è 

inserito in modo esplicito un parametro che definisce lo stock di inquinante e, 

conseguentemente, una equazione dinamica che a sua volta definisca come tale stock si 

formi e si evolva nel tempo. Questa equazione è stata introdotta nel primo capitolo dove 

sono stati introdotti concetti generali e strumenti metodologici, ma non è stata poi usata 

nella struttura generale del modello base e delle sue varianti. Ma, inserire un’altra 

equazione nel modello, avrebbe complicato ancora la sua soluzione e lo avrebbe reso di  

difficile lettura e interpretazione. Nel prossimo capitolo, sia l’equazione dinamica che 

definisce l’evoluzione dello stock di inquinante che quella che definisce il livello 

dell’intervento pubblico in una politica  di abbattimento o mitigazione, verranno inserite in 

un modello generale al di fuori però della struttura Lotka-Volterra.  Questo ci permetterà di 

analizzare l’evoluzione dell’output globale considerando varie configurazioni, e della 

composizione dei due tipi di capitale, e dei livelli diversi della produttività di entrambi. Per il 

momento, possiamo accontentarci di quelle informazioni che siamo riusciti ad ottenere, 

tenendo presente di utilizzarle con molta cautela, dati i limiti che il modello inevitabilmente 

presenta e che sono stati  via via evidenziati nel corso dello svolgimento del presente lavoro. 

Quello che comunque possiamo dire con certezza, e che appare evidente dall’analisi delle 

varie configurazioni che il modello di volta in volta assume, è l’estrema incertezza sulla 

evoluzione dinamica delle variabili prese in considerazione; evoluzione che dipende non solo 

dal legame strutturale fra coefficienti e variabili ma anche, e soprattutto, dalla consistenza 

quantitativa dei coefficienti e dei parametri esogeni al modello, più volte sottolineata. Come 

abbiamo fatto spesso rilevare, i valori numerici che abbiamo considerato per la simulazione 

di alcuni modelli sono puramente ipotetici e non frutto di osservazioni specifiche, o medie di 

serie storiche, o quanto altro. Ma è proprio l’incertezza su tale consistenza numerica a 

conferire, a sua volta, incertezza alla evoluzione dinamica delle variabili e quindi anche ad 

acquisire consapevolezza sulla notevole aleatorietà dei modelli integrati fra variabili 

climatiche e variabili più squisitamente economiche. Un altro elemento che non abbiamo 

considerato nella nostra analisi, è il tasso di sconto. Questo è stato fatto volutamente, in 

quanto nella nostra analisi, almeno per il momento, non vi erano funzioni da massimizzare (a 
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parte un esempio che serviva a mostrare come il parametro A, consistenza 

dell’abbattimento, fungesse da variabile di controllo in un problema generale di controllo 

ottimale, e che abbiamo preso in considerazione nel primo capitolo). L’utilizzo del tasso di 

sconto è una questione molto complessa e, dalla sua dimensione, dipende la considerazione 

che attualmente viene data dei futuri scenari. Al di là dei giudizi etici che sull’argomento 

possano essere espressi, l’utilizzo di un tasso di sconto elevato o molto basso, ha riflessi 

fondamentali sulle decisioni politiche di intervento nell’abbattimento dello stock di 

inquinante. L’utilizzo di tassi molto elevati, implica scarsa considerazione degli interessi delle 

future generazioni e giustifica una politica molto blanda di intervento per limitare i danni 

ambientali dovuti al riscaldamento globale; all’opposto, se si utilizzano tassi molto bassi. Il 

problema non può essere risolto in termini puramente economici, ma implica due visioni del 

mondo assai diverse, soprattutto da un punto di vista etico. Tutto ciò può costituire uno 

stimolo per ulteriori sviluppi nella ricerca. Nel primo capitolo, abbiamo anche cercato di dare 

una formulazione di una possibile dinamica del tasso di sconto facendo alcune ipotesi su 

come la percezione del rischio in merito all’accumulo di uno stock di inquinante eccessivo, 

operi sulla struttura delle preferenze intertemporali. Ma tali ipotesi potrebbero anche essere 

rovesciate e, quindi, condurre ad una dinamica diversa del tasso di sconto. Inoltre, molto 

probabilmente, sono diverse le ipotesi di comportamento in merito al trattamento del 

rischio se riferite ad un soggetto privato o ad un soggetto pubblico, in quanto diverse sono le 

finalità perseguite, sia come qualità di tali finalità che come dimensione temporale. La 

questione mi sembra di difficile soluzione, ammesso che una soluzione univoca esista e, 

probabilmente, richiede che si facciano assunzioni molto forti sulla forma che la struttura 

generale del sistema economico ha o dovrebbe assumere. Nei prossimi capitoli la questione 

sarà affrontata in modo più specifico, esprimendo giudizi che molto spesso non sono in linea 

con quella che è la teoria economica dominante, attribuendo un ruolo predominante 

all’azione del Governo sia da un punto di vista di un intervento diretto che nel più generale 

ruolo di controllo sull’attività economica dei soggetti privati. 
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Note 

¹ Il modello è simile nella logica a quello analizzato da Goodwin in un ciclo di tipo marxiano per 

quanto riguarda l’interazione dinamica tra la quota dei salari nel Pil e il livello della disoccupazione. 

Un’analisi esauriente di tale modello è svolta in Gandolfo, cit. pag. 458-464, e Zhang, 2005 pag. 344-

348. 

² Sul modello di Chen, si veda anche Rosser, 2011, cap. 10 pag. 197 e seg. 

³ Un’ampia rassegna sui metodi di soluzione di equazioni differenziali lineari e non lineari si trova in 

Gandolfo, 1997, Chiang e Wainwright, 2005,  Zhang, 2005, Shone, 2003, Esgolts, 1981. 

⁴ Si veda per un’applicazione di tale principio, Bertuglia e Vaio, 2007, cit. pag. 126 e seg.  per quanto 

riguarda un modello spaziale reddito-popolazione dove vengono analizzati in dettaglio i lavori di 

Dendrinos su alcune aree metropolitane degli Stati Uniti. 

⁵ Sul problema dell’over-crowding tra due popolazioni, un’analisi esauriente si trova in Shone, cit. 

pag. 617 e seg. L’analisi viene svolta sia a livello analitico che grafico. 

⁶ L’argomento è trattato in modo approfondito in Hirsch-Smale-Devaney, cit. pag. 205-206 in 

riferimento ai sistemi gradiente. 
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                                                                                                                        Capitolo 3 

                                                                                                            Utilizzo di capitale 

inquinante e non inquinante (analisi dinamica in modelli di diversa struttura) 

3.1 Premessa 

In questo capitolo,  intendiamo analizzare l’interazione che esiste fra l’utilizzo di due tipi di 

capitale K1 e K2, con il primo che produce inquinamento e il secondo no, e la  dinamica 

dell’output complessivo prodotto e dello stock di inquinante. Anche qui valgono le 

considerazione fatte a proposito della differenza fra come noi consideriamo la funzione 

svolta dai due tipi di capitale, e come viene concepita  in altri modelli (si veda il riferimento 

del cap. precedente). Qui, come vedremo, la funzione di abbattimento non è svolta da K2 che 

invece rappresenta capitale impiegato direttamente nella produzione dell’output e che non 

genera emissioni, ma si considera svolta dal Governo tramite investimenti pubblici indicati 

specificamente da A. Nel secondo capitolo, il problema dei due tipi di capitale è stato già 

introdotto, ma sempre mantenendo una struttura di tipo Lotka-Volterra. Qui l’analisi viene 

condotta su un piano generale diverso, in quanto le finalità dell’analisi sono diverse. Occorre 

dire che esiste un filo logico che unisce il tema trattato nel capitolo precedente e in questo, 

anche se il tipo di approccio è diverso. Nel secondo capitolo, sono le diminuite capacità 

produttive della forza-lavoro per via del riscaldamento globale dovuto all’accumulo dello 

stock di inquinante che comportano una diminuzione dell’output complessivo, anche se 

questo può generare, pur con tutte le precauzioni e le avvertenze fatte rilevare, un ciclo 

tipico di un modello Lotka-Volterra che qui non stiamo a ripetere in quanto già ampiamente 

analizzato. Nell’approccio seguito in questo capitolo, invece, è lo stock di inquinante in 

generale che agisce da elemento smorzante sull’intera funzione di produzione la quale, in 

prima analisi, non comprende esplicitamente la forza-lavoro come diremo fra poco. Essa sarà 

inserita in seguito. Ma, nonostante il modo diverso con cui lo stock di inquinante influenza il 

livello dell’output, esiste sempre un rapporto causale di tipo inverso fra i due aggregati. 

Anche il modo di trattare la politica di abbattimento da parte del Governo è diverso, in 

quanto ora viene introdotta anche l’equazione dinamica che descrive l’evoluzione temporale 

di tale politica, la cui dinamica è strettamente collegata con la consistenza e la variazione 

dello stock di inquinante accumulato nel tempo. Il modello completo, costruito ampliando 

successivamente il modello base consta, nella sua versione finale di cinque equazioni 

differenziali, che diventano sette quando si inserisce anche il lavoro. Quindi, abbiamo due 

versioni finali del modello completo, una senza le equazioni dinamiche della forza-lavoro e 

l’altra che invece contiene tali equazioni. Sul modello base che è lineare nella struttura e 

quindi risolvibile in forma chiusa, si possono fare numerose modifiche, pur mantenendone la 

filosofia di fondo anche se il modello assume in molti casi una struttura non-lineare. Queste 

modifiche comportano, in alcuni casi, significativi cambiamenti nella dinamica qualitativa di 

alcune variabili. Ad esempio, facendo l’ipotesi di una politica di investimento nulla in K1, cioè 

il capitale che produce inquinamento, è possibile verificare come si modifica non solo la 
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dinamica di questo tipo di capitale, ma anche quella dello stock di inquinamento e, di 

conseguenza, anche quella della politica di abbattimento. Un’altra questione di 

fondamentale importanza è l’ipotesi di una diversa produttività dei due tipi di capitale. 

Questo comporta soprattutto una variazione nel tasso di accrescimento dell’output, dando 

luogo ad una molteplicità di dinamiche quantitative e qualitative diverse dipendenti dalle 

ipotesi fatte su quale dei due tipi di capitale sia maggiormente produttivo, congiuntamente a 

quale politica di ripartizione degli investimenti venga perseguita. Un’altra questione di 

fondamentale importanza, è il modo con cui inserire nel modello la forza-lavoro. Nella 

struttura dei vari tipi di modelli analizzati ed anche in quella finale nella versione abbreviata, 

lo abbiamo tenuto volutamente fuori, evitando in tal modo di rendere il modello non-

lineare, considerando che i suoi effetti vengano incorporati nei coefficienti di produzione del 

capitale. Inoltre, abbiamo utilizzato una funzione di produzione di tipo additivo, cioè una 

funzione dove non vi sono interazioni fra i due tipi di capitale nel processo produttivo. Di 

questo elemento  verrà data una giustificazione economica, già introdotta nel precedente 

capitolo, in relazione all’ambito specifico in cui viene condotta l’analisi. E’ chiaro però che 

questo modo di concepire la partecipazione della forza-lavoro al processo produttivo non 

può essere soddisfacente, sia perché non corrisponde alla realtà, e soprattutto perché non si 

tiene conto della evoluzione e della consistenza della forza-lavoro stessa e della sua 

produttività. Vedremo comunque come è possibile inserire questa nuova variabile che, se da 

un lato rende giustizia alla realtà, dall’altra comporta un appesantimento della struttura del 

modello, in quanto occorre inserire una nuova equazione dinamica che descriva l’evoluzione 

temporale della forza-lavoro in unità di efficienza (altrimenti occorrerebbe inserire anche 

una ulteriore  equazione dinamica che descriva l’evoluzione della produttività). Le nuove 

equazioni dinamiche diventano due in quanto considereremo due tipi di forza-lavoro, 

applicati ciascuno ad un solo tipo di capitale. Al termine di questa parte definiremo 

comunque un semplice modello non lineare che tiene ancora conto dei due tipi di capitale e 

di due tipi di forza-lavoro, l’uno utilizzato con il capitale che produce inquinamento, e l’altro 

con il capitale non inquinante. Il modello che consta di cinque equazioni, è una estensione 

del modello 1, con inserimento anche dello smorzamento esponenziale dovuto allo stock di 

inquinante. Non vengono considerate la funzione della dinamica dell’output e della politica 

di abbattimento, altrimenti avremmo un modello di sette equazioni con non pochi problemi 

di maneggevolezza e interpretazione dei risultati. La funzione di produzione che abbiamo 

adoperato, non lineare, è una funzione puramente ipotetica. Definire una esatta funzione di 

produzione, sul piano teorico, è praticamente un esercizio sterile in quanto essa ha carattere 

prevalentemente tecnico ed è un compito più di natura ingegneristica che di natura 

economica. Tutte le funzioni di produzione, in modo molto generale, sono il frutto di 

congetture più o meno ipotetiche sulla esatta relazione strutturale fra gli input e l’output, 

ma la definizione specifica non può che essere il risultato di una attenta analisi di ogni 

particolare processo di produzione. In teoria, ogni specifico processo produttivo ha una sua 

particolare funzione tecnica, derivante dalle peculiarità che ogni processo stesso presenta. 

Anche quelle da noi utilizzate hanno un carattere molto generale, con scarse pretese di 

rappresentare l’effettiva realtà. Ma a noi qui interessa la funzione di produzione per finalità 
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diverse dall’analisi della dinamica specifica del processo produttivo. A noi serve per 

analizzare la dinamica dell’accumulazione del capitale e come tale dinamica influisca non 

solo sull’output, ma soprattutto sullo stock di inquinante e sulle conseguenti politiche di 

abbattimento di tale stock, e come la presenza di uno stock di inquinante influisca 

negativamente su ogni processo produttivo. Nei primi due capitoli del nostro lavoro, come  

faremo anche nel presente e nei successivi, si sono fatte ipotesi puramente a fini illustrativi 

sulla consistenza numerica dei vari coefficienti. Essi non sono il frutto di nessuna indagine o 

analisi di tipo econometrico  ma, come abbiamo fatto notare in più di una occasione, hanno 

il solo scopo di essere utilizzati per ottenere una soluzione più concisa e leggibile del sistema 

di equazioni differenziali. Tuttavia, come abbiamo potuto constatare anche nel precedente 

capitolo, una soluzione simbolica invece che numerica, ci permette di individuare per quali 

valori numerici dei coefficienti, si abbiano dinamiche qualitative diverse e soprattutto di 

individuare i valori-soglia dove si verificano biforcazioni nella dinamica di alcune variabili con 

cambiamenti nella struttura degli attrattori (o repulsori). Purtroppo, quando il numero delle 

variabili aumenta con conseguente aumento anche nel numero delle equazioni differenziali 

che compongono il modello, la soluzione non numerica del modello stesso, pur possibile  in 

forma chiusa se si tratta di equazioni lineari, diventa egualmente complessa e di difficile 

lettura e interpretazione. Come faremo rilevare, la strada più praticabile è probabilmente 

quella di effettuare numerose simulazioni numeriche, attribuendo successivamente valori 

diversi ai coefficienti e verificare se e per quali valori, e per quali combinazioni di valori, si 

verifichino modifiche sostanziali nella dinamica delle variabili. Una volta definita la struttura 

del modello, l’esercizio di  simulazione non presenta particolari problemi. Il problema 

maggiore è probabilmente quello di dover fare numerose simulazioni prima di poter 

individuare i valori-soglia oltre i quali si verificano cambiamenti radicali nella dinamica del 

sistema. Ma questi valori-soglia possono essere difficili da individuare sul piano puramente 

numerico, comportando quindi il rischio che, nonostante un gran numero di simulazioni, essi 

non vengano individuati. Tuttavia, quando la struttura del modello è tale da permettere una 

soluzione analitica, cercheremo di percorrere questa via per offrire la soluzione dinamica  in 

forma generale, in quanto siamo meglio in grado di definire le caratteristiche dei coefficienti 

e dei parametri esogeni al modello per le quali si abbia un cambio nella dinamica del 

sistema. Precisiamo ancora, prima di entrare nel dettaglio di questo capitolo,  che operiamo 

ancora, per la maggior parte, in ambito deterministico con tutti i limiti che ne derivano 

quando si trascuri di considerare l’incertezza. Tuttavia, nel quinto capitolo, analizzeremo 

anche alcune formulazioni di modelli stocastici che legano l’inquinamento pro-capite 

all’intensità di capitale ed altri aspetti, confermando ancora una volta che una maggior 

intensità di produzione genera una maggior intensità di inquinamento. Il modello, infatti, 

non distingue fra due tipi di capitale come invece la gran parte dei modelli che qui 

presentiamo, ma utilizza il concetto di capitale come aggregato che comprende sia il capitale 

inquinante che non inquinante. Verrà analizzato, sempre nel quinto capitolo, anche un 

semplice modello in cui la particolare struttura può dare origine ad una dinamica caotica. 

Sostanzialmente questo terzo capitolo  si articola nel modo seguente: 
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1) Nella prima parte vengono analizzati un modello base con due tipi di capitale a 

cui fanno seguito numerose varianti del modello con le quali si tiene conto di 

elementi specifici all’ambiente in cui si opera. Tali varianti, analizzate anche 

attraverso alcune simulazioni numeriche, sono in grado di produrre dinamiche 

diverse dovute sia alla struttura dei rapporti fra le variabili stesse che alla 

consistenza numerica dei parametri. La ragione per cui si è operato partendo da 

un semplice modello base, è quella di poter enucleare alcune caratteristiche di 

fondo in base a certe ipotesi, ampliando poi tale modello in modo da poter 

mettere  in evidenza il comportamento di altre variabili in un contesto più 

generale. 

2) In seguito verranno inserite anche le equazioni dinamiche dei due tipi di forza-

lavoro all’interno di un modello in cui le funzioni di produzioni diventano non-

lineari. 

3) I modelli saranno numerati, in modo da potervi fare riferimento  con maggior 

facilità nell’effettuare raffronti fra di essi. 

Prima di iniziare l’analisi dei vari modelli, è necessaria un’ulteriore precisazione. In tutte le 

versioni che essi assumono in base alle varie ipotesi, si è sempre considerato come costante 

il coefficiente di auto-smaltimento per non complicare ulteriormente l’analisi. Tuttavia, 

questo modo di procedere non sembra esente da qualche dubbio. Come vedremo in una 

nota finale a questo capitolo, alcuni autori hanno fatto rilevare i limiti dell’assunzione di tale 

costanza del coefficiente di auto-smaltimento, formulando alcune ipotesi su come possa 

variare tale coefficiente pur non dandone una specifica rappresentazione analitica. Noi 

cercheremo di superare tale limite esplicitando tale formulazione in due modi diversi. Fatta 

questa dovuta precisazione, possiamo iniziare l’analisi dei vari modelli. 

3.2 Modello 1 

In questo modello si considerano solo tre equazioni: quella che descrive la dinamica di 

ciascun tipo di capitale e quella che descrive l’evoluzione dello stock di inquinante. La 

funzione di produzione è lineare, di tipo additivo, ovvero non vi è interazione fra i due tipi di 

capitale, cioè utilizzo congiunto nello stesso processo produttivo: o si produce con capitale di 

un tipo o con quello di altro tipo. I due processi produttivi sono completamente separati: 

non si utilizza lo stesso processo produttivo impiegando una centrale a carbone e un 

impianto fotovoltaico per produrre energia elettrica. Chi produce energia elettrica con 

ambedue i processi produttivi, la produce con due processi nettamente separati. La 

produzione complessiva è la semplice somma che origina da due processi produttivi 

tecnologicamente diversi. Trattandosi di un prodotto qualitativamente omogeneo, in questo 

caso l’energia elettrica, esso è facilmente aggregabile sul piano quantitativo e non solo 

monetario, anche se prodotto con due tecnologie completamente diverse. La funzione di 

produzione è rappresentata dall’espressione fra parentesi nelle prime due equazioni. Non 

viene considerato per ora il lavoro. La sua partecipazione alla produzione avviene, come già 

detto precedentemente, attraverso un aumento dei coefficienti di produzione  dei due tipi di 
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capitale, anche se tale elemento non viene esplicitato con l’introduzione di ulteriori 

coefficienti aumentativi della produttività del capitale. Il modello è strutturato come segue e  

consta di tre equazioni dinamiche: 

(3.1.1)                                            
   

  
                 

   

  
                 

   

  
         

Ricordiamo qui, per dovere di chiarezza, il significato dei vari coefficienti: 

s1 , s2  = saggi di investimento, rispettivamente, in K1 e K2. 

α,   =  coefficienti di produttività di K1 e K2, aumentati della produttività della forza-lavoro. 

λ =  coefficiente di ammortamento uguale per i due tipi di capitale. 

  =  coefficiente di emissione di CO2  sulla produzione effettuata con capitale inquinante. 

                    è la funzione di produzione di tipo additivo. 

δ  = coefficiente di auto-smaltimento dello stock di inquinante da parte dell’ambiente  

Nel corso di tutto questo capitolo, l’output sarà sempre indicato da Y e non da Q come in 

precedenza. Di questo modello sono state fatte alcune simulazioni numeriche, in quanto la 

soluzione in forma chiusa, seppur possibile in quanto trattasi di modello le cui equazioni 

differenziali sono tutte lineari, si presenta molto voluminosa e di difficile lettura. Tuttavia, 

pur trattandosi di sistema lineare, è possibile costruire la matrice dei coefficienti ed 

analizzare gli autovalori anche in termini analitici1. Da questa è possibile individuare le 

condizioni per le quali il sistema è stabile o instabile. Innanzitutto, data la linearità del 

sistema,  il solo punto di equilibrio è dato dall’origine [K10, K20, P0] = [0,0,0]. La matrice dei 

coefficienti del sistema non è altro che la matrice delle derivate che contiene solo i 

coefficienti data la linearità delle equazioni.  Essa è data da: 

(3.1.2)       
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I tre autovalori di tale matrice sono dati da : 
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(3.1.3)    

                   

Data la positività assunta per tutti i coefficienti, i primi due autovalori sono negativi e, per 

aversi stabilità del sistema, occorre anche che : 

(3.1.4) 

            

          

Se tale autovalore è positivo allora il sistema sarà instabile. Non si considera che  esso possa 

essere zero, in quanto ciò starebbe a significare che vi è una  riga o una colonna del 

Jacobiano che è linearmente dipendente da un’altra. Nella simulazione che faremo fra breve, 

vedremo come il sistema esibisce instabilità. E’ ancora necessaria una precisazione sul 

coefficiente    La sua definizione concettuale non è difficile. Infatti, se lo stock di inquinante  

P è dato, per esempio, dalla quantità di CO2 , allora   rappresenta il coefficiente di emissione 

per ogni unità prodotta di output con il processo produttivo che utilizza solo capitale 

inquinante, misurato nella stessa  unità di misura dello stock complessivo di CO2. Oppure, 

possiamo utilizzare un’altra strategia e considerare tutti i coefficienti in termini monetari 

come spiegheremo tra poco. Supponiamo infatti di produrre un bene, la cui produzione 

unitaria richiede il consumo di una certa quantità di capitale K1 che nel processo produttivo 

rilascia una certa quantità percentuale di sostanze inquinanti. Se questo rilascio è costante 

nel tempo, e quindi lineare nella struttura, lo stock totale di inquinante è facilmente definito 

dall’output totale prodotto. Tornando ora al problema delle simulazioni numeriche prima 

accennato, analizziamo alcune situazioni. Una prima simulazione considera s1 < s2   e  α >  , 

ovvero il saggio di investimento in  beni capitali che producono inquinamento è minore di 

quello dell’altro tipo di beni, mentre la produttività nel settore che produce con capitale 

inquinante è maggiore di quella dell’altro settore. La funzione di produzione, come già detto 

sopra, è di tipo additivo, e i coefficienti di produttività comprendono anche la produttività 

della forza-lavoro. Questo modo di trattare il contributo della forza-lavoro all’output 

complessivo è riduttivo e comporta una forzatura probabilmente difficile da accettare, ma 

per il momento è necessario per rendere il modello lineare e fare alcune prime valutazioni. 

Inoltre, per il momento, non abbiamo una equazione dinamica dell’output complessivo e 

non è presente una politica di abbattimento dello stock di inquinante da parte del Governo 

con conseguente equazione dinamica che ne definisca la relativa evoluzione. Sulla base di 

queste premesse, sono stati adottati i seguenti valori dei coefficienti (puramente ipotetici): 

α = coefficiente di produttività di K1 = 0.8;  

  = coefficiente di produttività di K2 = 0.6 

s1 = quota dell’output complessivo investita in K1 = 0.1 

s2 = quota dell’ output complessivo investita in K2 = 0.2 
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  = coefficiente di inquinamento relativo al solo primo settore = 0.05 

δ = coefficiente di auto-smaltimento dello stock di inquinante P da parte dell’ambiente = 

0.06 

λ = coefficiente di ammortamento per i due tipi di capitale = 0.1 

Con questi coefficienti e valori iniziali K1 = 100;  K2 = 50;  P = 50, si ottiene la seguente 

soluzione del sistema dinamico di cui sopra: 

(3.1.5)                                                   

                       

                         

                                       

Essendo gli esponenti sia positivi che negativi, la dinamica, per ognuna delle tre variabili, è 

instabile e tende all’infinito per t tendente a infinito.  Il valore degli esponenti era facilmente 

deducibile dagli autovalori sopra calcolati in termini analitici, inserendo i valori numerici 

senza bisogno di dover dare una soluzione completa del sistema di equazioni. Comunque,  

sulla base di questo primo risultato, possiamo fare anche numerose altre ipotesi sulla 

consistenza numerica dei coefficienti ed ottenere così altre dinamiche molto interessanti. 

Per esempio, se si invertono i coefficienti di produzione dei due tipi di capitale, sicuramente 

il ritmo di crescita sia di K1 che di K2 aumenta, in quanto il maggior investimento nel settore a 

più alta produttività del capitale (in questo caso il settore con capitale non inquinante) 

contribuisce non solo ad accrescere l’output complessivo ma, di conseguenza, ad accrescere 

anche la dinamica di crescita dei due tipi di capitale. Occorre qui aggiungere una nota che 

vale anche per i successivi modelli di questo tipo, anche se con alcune varianti al modello 

base. Mi riferisco al problema dell’unità di misura delle variabili. E’ ovvio che occorre una 

unità di misura uniforme per tutte le variabili. Ora, mentre è intuitivo che il capitale e il 

reddito siano misurati in unità monetarie, meno intuitivo sembra questo approccio per lo 

stock di inquinante. Il problema può comunque essere superato se si considera tale 

aggregato come il valore monetario dell’intervento necessario ad abbattere totalmente lo 

stock. L’assunzione è abbastanza forte, ma necessaria se si vuole stabilire una certa logica 

nella struttura dei rapporti fra le variabili. All’inizio, in merito all’analisi non numerica del 

Jacobiano del sistema, si è detto che non si considerava la possibilità che un autovalore fosse 

zero, ma ovviamente tale evenienza non può essere scartata per definizione in quanto la 

particolare configurazione numerica dei coefficienti potrebbe comportare tale possibilità. 

Quando si presenta tale situazione, occorre ricorrere ad un teorema presentato in Brock-

Malliaris (Brock e Malliaris, cit. pag. 66 e seg.) riguardo ai sistemi lineari con coefficienti 

costanti. Sostanzialmente esso afferma che la soluzione nulla è stabile (non asintoticamente 

stabile) se vi sono autovalori non positivi e quelli zero sono semplici zero del polinomio 

caratteristico della matrice del sistema (lo Jacobiano). Vediamo qual è il modo di procedere 
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(esso vale per tutti i casi che troveremo da ora in avanti senza dover ripetere la procedura di 

verifica). Supponiamo di avere i seguenti valori dei coefficienti: 

                                                    

Allora lo Jacobiano assume la seguente configurazione numerica: 

(3.1.6) 
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che ha determinante zero ed autovalori: 

(3.1.6A) 

                                                                   [ -0.06,  -0.01,  0 ] 

Dato che un autovalore è zero, affinchè il sistema sia stabile occorre che vi sia un 

autovettore linearmente indipendente per l’autovalore zero del sistema: 

(3.1.7)                                                                

          

dove p è un vettore colonna contenente p1,  p2, p3. 

La soluzione del sistema è data da : 

(3.1.8)  

                       

Come è possibile rilevare esiste un solo autovettore linearmente indipendente dato da [ 2, 2, 

1 ]. Ciò rispetta la regola dettata dal teorema presentato in Brock-Malliaris, ed il sistema è 

stabile. (Per essere asintoticamente stabile, tutti gli autovalori del Jacobiano dovrebbero 

essere negativi). Prima di andare oltre, vogliamo fare una breve digressione per quanto 

riguarda la dinamica dello stock di inquinante, non considerando esplicitamente il capitale 

inquinante e continuando per ora a non considerare la politica di abbattimento del Governo. 

Nel modello,  ripreso da Uzawa (Uzawa, cit. pag. 169 e seg.),  non viene data una esplicita 

soluzione del sistema di due equazioni; noi facciamo una leggera variante all’equazione che 

definisce l’accumulazione dello stock di inquinante. Invece di considerare il parametro a 

come il livello assoluto di nuove emissioni, lo consideriamo come il coefficiente di 

accrescimento dello stock stesso. Per il resto utilizziamo gli stessi simboli come nel modello 

di Uzawa utilizzando però P al posto di V per il livello di accumulo delle emissioni di CO2 per 

restare fedeli alla simbologia da noi utilizzata in questo capitolo. I coefficienti rappresentano 
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tutti tassi di variazione, che moltiplicati per la variabile di riferimento, ne rappresentano la 

variazione assoluta. Il modello è così strutturato: 

(3.1.9) 

   

  
          

  

  
       

Per quanto riguarda la prima equazione, il primo termine a destra rappresenta la crescita 

dello stock di inquinante dovuto all’attività di produzione con capitale inquinante e 

all’attività di consumo, il secondo rappresenta l’auto-smaltimento dovuto all’assorbimento 

da parte degli oceani di parte dello stock di inquinante presente nell’atmosfera, e il terzo 

l’assorbimento di tale stock  da parte delle foreste e viene messo in relazione con la 

superficie delle foreste stesse anche se vari tipi di foreste hanno coefficienti di assorbimento 

diversi (ad esempio, le foreste pluviali, hanno un coefficiente di assorbimento maggiore 

rispetto ad altri tipi di foreste). La seconda equazione definisce la dinamica della superficie 

delle foreste stesse. Il primo termine a destra ne rappresenta la crescita dovuta al 

rimboschimento, mentre il secondo termine ne definisce la diminuzione per via dell’utilizzo 

dovuto alle varie attività economiche. La soluzione del modello sopra, trattandosi di modello 

lineare, è possibile in forma chiusa ed è data da: 

(3.1.10) 

     
                       

       

        
 

         
        

Mentre l’analisi della soluzione dell’equazione dinamica della superficie forestale è molto 

semplice e dipende dal valore dei due coefficienti sopra definiti, l’altra soluzione è 

leggermente più complicata nella lettura, e dipende fondamentalmente dai segni del 

numeratore e del denominatore che, a loro volta, dipendono da un complesso intreccio dei 

valori dei coefficienti. Noi, per rendere più semplice una prima analisi, abbiamo simulato il 

modello per alcuni valori numerici ipotetici, utilizzando i seguenti valori: 

a = 0.06;   µ = 0.05;     = 0.02;   w = 0.08;   b = 0.06;   P0 = 700  R0 = 1000. 

La soluzione del suddetto sistema è quindi data da: 

(3.1.11) 
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La crescita continua di R porterebbe, in ultima analisi, ad un azzeramento di P (il limite 

matematico della parte destra della prima equazione, per t  tendente a infinito sarebbe dato 

da - infinito ma è chiaro che economicamente esso non ha significato). Comunque, con 

questi dati è facile ricavare il valore di t per cui il valore dello stock di inquinante si 

ridurrebbe a zero. Esso è dato da t = 30.01. Con questo valore del tempo la superficie delle 

foreste sarebbe data da 1822.483. Graficamente abbiamo: 

 

 

La linea rossa rappresenta la dinamica della superficie delle foreste, mentre quella verde la 

dinamica dello stock di inquinante. Ovviamente, il modello così strutturato, incorpora 

elementi in parte irrealistici in quanto una crescita continua della superficie delle foreste 

trova limiti oggettivi facilmente identificabili. L’equazione dinamica andrebbe modificata in 

modo da tenere conto anche per la superficie delle foreste di una capacità di carico, 

identificata dalla superficie massima possibile compatibile con una serie di vincoli. Allo 

stesso modo, una caduta a zero dello stock di inquinante interamente determinata da fattori 

naturali, senza nessuna attività di abbattimento da parte del Governo sembra una 

assunzione talmente forte da apparire francamente irrealistica, e che andrebbe anche a 

contraddire quanto abbiamo finora sostenuto in merito alla necessità di un intervento 

massiccio del Governo nella gestione della politica di abbattimento e mitigazione. Vediamo 

come cambia la dinamica del sistema se si inserisce nella equazione dinamica delle foreste 

una capacità di carico. Il sistema si configura ora nel modo seguente: 

(3.1.12) 

  

  
          

   

  
      

 

 
     

La prima equazione è identica a quella del sistema precedente, mentre la seconda cambia in 

quanto si è introdotto M che rappresenta il limite massimo che la superficie forestale può 

raggiungere dati tutta una serie di vincoli. Il sistema è ora non lineare e presenta due punti di 

equilibrio dati da: 
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(3.1.13) 

                         
       

      
  

     

 
  

Lo Jacobiano valutato nel punto di equilibrio all’origine è dato da: 

(3.1.14) 

 
     

    
  

con i seguenti autovalori: 

(3.1.15) 

          

L’origine è stabile solo se a < µ e w < b. 

Valutato al secondo punto di equilibrio lo Jacobiano è dato da: 

(3.1.16)  

 

     

     
   

 
   

  

con autovalori: 

(3.1.17) 

           

Tale punto di equilibrio è stabile solo se a < µ e w > b. Come è possibile rilevare, la superficie 

delle foreste tende ora a un limite che è stabile, se si verifica la condizione w > b. La stabilità 

per quanto riguarda la superficie delle foreste, può essere rilevata anche risolvendo la 

relativa equazione che si trova espressa in forma logistica. La soluzione, in forma numerica 

per semplificare l’espressione analitica abbastanza complessa, è data da: 

(3.1.18) 

     
    

      
 
  

 

Dove si è considerato R(0) = 1000 e M = 1200 e gli stessi valori di prima per i coefficienti. 

Quando t tende a infinito, R(t) tende a 300 che è esattamente il valore di equilibrio ricavabile 

dalla (3.1.13). Quindi con w > b, per le foreste, l’origine è instabile mentre diventa stabile il 

secondo punto di equilibrio. Ma, ovviamente, il concetto di stabilità deve riguardare tutto il 

sistema, che è ancora instabile nel suo complesso se a > µ, ipotesi che normalmente ha una 
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logica altrimenti una politica di abbattimento non avrebbe senso. E’ evidente anche che la 

capacità di carico massima per la superficie forestale è uguale al secondo punto di equilibrio 

per R solo se b = 0. Infatti abbiamo 

(3.1.19)  

     
    

     
 
  

  
 

che ha per limite R(t) = 1200 che è esattamente la capacità di carico. 

Introduciamo ora in questo modello la politica di abbattimento, con un coefficiente  di 

variazione di tale politica che cresce esponenzialmente con il livello dello stock di inquinante. 

In seguito, il tasso di variazione della politica di abbattimento sarà in relazione al tasso di 

variazione dello stock di inquinante e al rapporto fra lo stock di inquinante presente e un 

livello considerato un valore limite, oltre il quale i danni prodotti rischiano di essere 

irreversibili. Il  modello è ora il seguente: 

(3.1.20) 

  

  
             

  

  
     

 

 
      

  

  
         

Il sistema non-lineare, presente due differenti punti di equilibrio dati da: 

(3.1.21) 

                                  
       

      
 
      

 
     

Lo Jacobiano del sistema è dato da: 

(3.1.22)                 
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Valutato all’origine esso è: 
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(3.1.23)                           
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con autovalori: 

(3.1.24) 

            

Dato che tutti i coefficienti sono positivi, la presenza del terzo autovalore che sicuramente è 

positivo, rende il sistema instabile. L’origine è dunque instabile. Valutato al secondo  punto 

di equilibrio, lo Jacobiano è: 

(3.1.25)                        
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con autovalori: 

(3.1.26) 

            
        
        

Anche in questo caso le condizioni di stabilità sono facilmente deducibili dalle considerazioni 

sulla possibile consistenza numerica dei coefficienti, e vale lo stesso discorso di prima per 

quanto riguarda le foreste. Ma, come abbiamo fatto rilevare già, normalmente a > µ e quindi 

ciò è sufficiente a rendere il sistema non-lineare localmente instabile, a meno che il secondo 

autovalore sia zero: in tal caso il teorema Hartman-Grobman non è applicabile e, in base alla 

teoria, non potremmo fare alcuna deduzione in merito alla dinamica del sistema. Comunque, 

basta la presenza di un autovalore positivo a rendere il sistema instabile (Gandolfo, cit. pag. 

362). Nel seguito di questo lavoro non utilizzeremo comunque la suddivisione fra 

assorbimento degli oceani e delle foreste per non appesantire la trattazione, dal momento 

che dovremmo aggiungere ancora una equazione con ulteriori coefficienti. Sarà utilizzata, 

come nel modello precedente, una forma generale che comprende un solo coefficiente di 

auto-smaltimento che può essere inteso, senza perdita di generalità, come una media 

ponderata dei due coefficienti definiti precedentemente.   
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3.3 Modello 2 

Procedendo ora con l’analisi che prevede l’utilizzo di due tipi di capitale, in questo secondo 

modello viene fatto un ulteriore passo avanti, in quanto viene introdotta una equazione 

dinamica per l’output globale, e si fa l’ipotesi che nessuna quota di esso venga investita per 

aumentare lo stock di capitale K1.  Sicuramente questa è una decisione di politica economica 

strategica soprattutto se la produttività del capitale inquinante fosse ancora superiore a 

quella del capitale non inquinante e sicuramente non ortodossa rispetto ai canoni 

tradizionali della teoria economica. Ma in tal caso, considerazioni strategiche di medio e 

lungo periodo quali l’abbattimento dello stock di inquinante accumulatosi e la limitazione di 

nuove emissioni, hanno il sopravvento su mere considerazioni di efficienza economica per lo 

meno di breve periodo. E’ questa una ipotesi plausibile? Io penso che lo sia. Perseguire 

l’efficienza di breve periodo può rivelarsi un obbiettivo miope e potrebbe condurre, nel 

lungo periodo, ad una situazione di grave irreversibilità nel degrado ambientale. Ovviamente 

sarebbe possibile anche investire tutto in K1 se la produttività del capitale inquinante fosse 

talmente più alta di quella del capitale non inquinante, da compensare la diminuzione di 

produzione che può derivare dall’alto livello dell’inquinamento, comportando però il rischio 

che un elevato livello dello stock di inquinante produca effetti alla lunga irreversibili 

sull’intero sistema. Soluzioni in cui si investe o tutto in K1  o tutto in K2  sono dette soluzioni 

bang-bang2. Su queste questioni di decisioni di politica economica ritorneremo in seguito, 

anche perché richiedono valutazioni rilevanti e, soprattutto, capacità da parte del Governo 

di imporre certe scelte molto probabilmente diverse rispetto a quelle che opererebbe il 

mercato se lasciato libero di funzionare secondo i propri tradizionali meccanismi. Quindi, 

rispetto al mod.1, ora abbiamo s1 = 0 e s2 = 0.3. Si fa cioè l’ipotesi che ciò che non viene più 

investito in capitale inquinante viene aggiunto alla quota di investimento in capitale non 

inquinante. Questa ipotesi non è comunque necessaria per l’analisi della dinamica del 

modello sul piano qualitativo. Essa sarebbe la stessa anche se si facesse l’ipotesi che ciò che 

non viene più investito nel capitale inquinante, non fosse investito nell’altro tipo di capitale. 

E’ evidente come il solo elemento che ora influisce sulla dinamica di K1, sia dato dal 

coefficiente di ammortamento che si continua a supporre uguale sia nel primo che nel 

secondo settore. Inoltre, in una prima simulazione, si fa ora l’ipotesi che α <   e che si 

inverta il valore dei coefficienti di produttività dei due tipi di capitale. Adottando gli stessi 

valori del mod.1, con in più ora Y(0) = 100, la struttura in termini numerici del modello, si 

presenta come segue: 

(3.2.1) 
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Per quanto riguarda la quarta equazione che definisce la dinamica dell’output globale, 

occorre rilevare che i membri di destra non rappresentano altro che il prodotto fra la 

produzione marginale per ogni tipo di capitale (che si suppone costante) e l’equazione 

dinamica del capitale stesso. Tale principio può essere così formalizzato, utilizzando la regola 

della catena: 

(3.2.2)                                             
  

  
 

  

   

   

  
 

  

   

   

  
 

Questa espressione, come forma generale, vale anche per tutti i successivi modelli che 

andremo ad analizzare anche se, in alcuni casi, le singole componenti della forma generale 

sono più complesse data la forma non-lineare delle relazioni strutturali. Fatta questa 

doverosa precisazione, la soluzione del suddetto modello è la seguente: 

(3.2.3) 

                

                          

                          

               

Da una rapida analisi della soluzione è possibile rilevare come la dinamica del capitale 

inquinante sia ora determinata unicamente dal tasso di ammortamento e tenda al valore 

zero con t tendente a infinito . Ma con il capitale inquinante che tende a zero, ora si modifica 

anche la dinamica dello stock di inquinante in quanto anch’esso tende, ovviamente, a zero 

dato che è solo K1 che alimenta lo stock di P. Anche per questo modello, come per quello 

precedente utilizzando lo stesso procedimento, è possibile dare una soluzione analitica alla 

dinamica dell’intero sistema, utilizzando nell’equazione dell’output al posto delle derivate  

l’espressione della funzione di produzione identificata con Y , e data da: 

(3.2.4)                                                 

  

  
                    

 

Utilizzando i coefficienti simbolici, otteniamo il Jacobiano che è dato dalla semplice matrice 

dei coefficienti data la linearità del sistema : 
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(3.2.5)                           
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Gli autovalori della matrice sono ora dati da: 

(3.2.5A) 

                 

                            

E’ ora possibile verificare come, date le ipotesi di positività di tutti i coefficienti, il primo e il  

quarto autovalore sono positivi e già questo indica che il punto di equilibrio definito 

dall’origine è instabile, senza bisogno di conoscere il segno del secondo autovalore. Qui, non 

importa se esso fosse eventualmente zero, in quanto basta la presenza di almeno un 

autovalore positivo a rendere il sistema instabile (punto iii del teorema 4.1 Brock-Malliaris, 

cit.).  L’inserimento del valore numerico dei coefficienti conferma, in questo caso, che anche 

il secondo autovalore  è positivo e dunque il sistema è instabile.  Anche in questo secondo 

modello, l’analisi degli autovalori da un punto di vista analitico, ci permette di definire le 

condizioni generali di stabilità. Se noi consideriamo ora che sia ancora il capitale inquinante 

ad avere il maggior coefficiente di produttività, α = 0.8 e   = 0.6, e con Y(0) = 110 , non si 

modifica la dinamica qualitativa del modello 2, solo che tale dinamica muta in intensità in 

alcune sue caratteristiche. La soluzione è ora: 

(3.2.6) 

                

                                 

                           

                 

Non stiamo qui a ripetere il procedimento analitico fatto in precedenza, dal momento che 

non è cambiata la struttura qualitativa del modello. Alcune precisazioni e osservazioni sono 

però ora necessarie anche se semplici nella logica, date le ipotesi che abbiamo adottato. 

Sulla dinamica di K1 non c’è niente da aggiungere, in quanto la struttura è la stessa del 

precedente modello. Per quanto riguarda K2 il ritmo di crescita dello stock è ora inferiore a 

prima in quanto tutto l’investimento converge sul capitale non inquinante che, avendo per 

ipotesi produttività inferiore al capitale inquinante, rallenta il ritmo di crescita dell’output 

globale e quindi dell’investimento complessivo che equivale all’investimento nel solo settore 

che utilizza K2. Anche per quanto riguarda P, il ritmo di convergenza a zero è lo stesso del 

precedente modello data l’eguaglianza degli esponenti. Per quanto riguarda Y, il ritmo di 
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crescita è inferiore, per le stesse considerazioni fatte a proposito di K2. Ciò è facilmente 

rilevabile dal valore dell’esponente 0.08 < 0.14. Graficamente possiamo apprezzare questa 

differenza nel ritmo di crescita di Y(t)  : 

 

 

La linea rossa si riferisce alla situazione con α <  , mentre la linea verde a quella con α >  . 

Tutto ciò è antieconomico? Ad una prima valutazione superficiale e se continuiamo a 

ragionare in termini della teoria economica tradizionale, la risposta non può che essere 

affermativa, in quanto cessare l’investimento proprio nel settore dove il capitale ha il più 

alto coefficiente di produttività sembra fuori da qualunque logica.  Ma se noi valutiamo più 

attentamente le conseguenze dell’utilizzo massiccio di capitale inquinante, la risposta non è 

più così scontata ma richiede un ragionamento più approfondito ed attento e da un punto di 

vista sostanzialmente diverso. Come si è già più volte ripetuto in precedenza, l’emissione di 

sostanze inquinanti causa esternalità negative e può avere effetti non solo sulla capacità 

produttiva della forza-lavoro, ma può anche influire direttamente sulla capacità produttiva di 

alcuni settori più esposti all’emissione di sostanze inquinanti, riducendone notevolmente 

tale capacità, come per esempio il settore agricolo. Inoltre, la crescita dello stock di 

inquinante può comportare un intervento massiccio da parte del Governo in politiche di 

abbattimento di tale stock, utilizzando risorse che vengono quindi sottratte all’impiego nei 

settori produttivi, comportando quindi una generale riduzione dell’output globale. Questa è 

un po’ la convinzione generale. Tuttavia, a questo proposito, e ad una più attenta analisi, 

occorre dire che l’utilizzo di risorse da impiegare in politiche di abbattimento, anche 

sottratte alla produzione tradizionale, sicuramente genera un reddito in quanto contribuisce 

alla produzione di servizi ambientali che dovrebbero essere compresi nel calcolo del Pil. 

Quindi, l’impiego di risorse in abbattimento non significa diminuzione tout-court dell’output 

complessivo, ma occorre fare una valutazione dell’effetto netto totale. Se teniamo conto di 

un vincolo sulle risorse, molto probabilmente avremo una diversa composizione qualitativa 

dell’output complessivo, con una diminuzione dell’output di beni tradizionali, ed un 
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aumento di servizi ambientali dovuti all’attività del Governo ma che entrano a pieno titolo in 

una funzione di utilità. Nella equazione dell’output complessivo occorrerebbe quindi inserire 

anche un elemento che tenga conto di questo importante fenomeno, se si considera anche 

che l’intervento del Governo può assumere dimensioni di notevole consistenza. Vedremo 

come è possibile considerare questo elemento, quando prenderemo esplicitamente in 

esame l’equazione dinamica dell’abbattimento. Tornando ora all’aspetto centrale di questo 

modello, nel lungo termine, il fenomeno del sorgere di esternalità negative può più che 

controbilanciare il fatto che il capitale inquinante abbia capacità produttiva superiore 

rispetto al capitale non inquinante. La dinamica dell’output non è più così scontata come 

quella descritta dalla soluzione del modello di cui sopra ed evidenziata chiaramente nel 

grafico. La teoria deve considerare questo importante fenomeno, altrimenti l’analisi rischia 

di essere incompleta e fuorviante. Ritorneremo in seguito su questo problema apportando 

modifiche al modello base per tenere conto di questa possibilità. 

3.4 Modello 3 

Torniamo ora alla struttura del modello 1. Tralasciamo per il momento l’equazione dinamica 

dell’output, ed inseriamo un elemento smorzante di tipo esponenziale sulla intera funzione 

di produzione, per tenere conto degli effetti dello stock di inquinante sull’intero sistema 

economico. Questo è in linea con quanto detto nel commento finale al modello 2. 

Ovviamente questo comporta una diminuzione dell’output globale, e quindi anche del 

settore che produce con capitale non inquinante, se si considera che anch’esso sia esposto 

agli effetti dell’inquinamento prodotto dal primo settore. Probabilmente, bassi livelli dello 

stock di inquinante potrebbero avere conseguenze minime sul livello dell’output. Di questo 

si terrà conto quando formuleremo lo smorzamento esponenziale tenendo conto di una 

sorta di capacità di carico. Si continua a supporre che la produttività del capitale inquinante 

sia ancora maggiore di quella del capitale non inquinante. L’ipotesi non è economicamente 

infondata e senza una ragione logica, in quanto in una prima fase il passaggio ad un maggior 

investimento nel settore con capitale non inquinante può essere molto lento in modo tale da 

non permettere ampie economie di scala e quindi aumenti di produttività tali da superare la 

produttività del capitale inquinante. Questo è un problema di natura tecnica e dipende dalla 

specifica struttura della funzione di produzione in ogni settore e dal livello dello sviluppo 

tecnologico in una determinata fase storica. Si utilizzano ancora i valori numerici dei modelli 

precedenti, con in più il coefficiente z = 0.002, che rappresenta l’intensità con cui lo stock di 

inquinante esercita un effetto smorzante sulla produzione di ambedue i settori. Ovvero, 

rappresenta l’elasticità in negativo dell’output rispetto al livello dello stock di inquinante. 

Tale coefficiente dovrebbe incorporare tutti gli effetti descritti nel commento finale del 

modello precedente. La sua più o meno esatta quantificazione numerica credo sia 

operazione piuttosto complessa, in quanto l’individuazione dei meccanismi di trasmissione 

degli effetti dello stock di inquinante sugli elementi prima analizzati presenta notevoli livelli 

di incertezza. Comunque, in linea generale, più elevato è tale coefficiente, maggiore è 

l’effetto di smorzamento. Su questo, ovviamente, non ci possono essere dubbi. Un elemento 
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di grande incertezza, ma di rilievo non certo trascurabile che invece può sorgere, è che z 

collega due variabili P e K, la cui consistenza è sicuramente definita in unità di misura 

diverse. Tale coefficiente deve quindi essere in grado di cogliere e riflettere anche questo 

specifico aspetto del problema. Il modo con cui tale coefficiente debba essere determinato, 

non è compito del nostro lavoro. Fatte queste precisazioni, la struttura del modello si 

presenta ora nel modo seguente: 

(3.3.1) 

   

  
                  

              

   

  
                  

              

  

  
             

              

La funzione di produzione è ora la seguente: 

(3.3.2)                                                 

                
        

Il sistema è non lineare e non può essere risolto, come i precedenti, in forma chiusa. La non 

linearità non è dovuta a fattori interni specifici ad ogni singolo processo produttivo, che 

continua invece ad essere lineare come nei casi precedentemente analizzati, ma al 

collegamento con la specifica variabile ambientale che è lo stock di inquinante. E’ 

l’accoppiamento fra le variabili più specificamente economiche e quelle ambientali che fa 

sorgere la non-linearità nel modello e, di conseguenza, la sua non risolubilità in forma chiusa. 

Occorre quindi trovare i punti di equilibrio del sistema stesso, ed operare una linearizzazione 

calcolando il Jacobiano e valutandolo ai punti di equilibrio che si trovano ponendo le 

derivate sulla parte destra del sistema uguali a zero.  Il sistema presenta due  punti di 

equilibrio che sono i seguenti: 

(3.3.1A) 

                       [K10,K20,P0]= [0,0,0]   e  [ K11,K21,P1] = [1039.72, 2079.44, 346.57] 

Il Jacobiano valutato secondo il primo  punto  di equilibrio fornisce i seguenti autovalori: 

 

(3.3.1B) 

                                                            [-0.06, 0.1,-0.1] 

Essendo tutti reali, è possibile applicare il teorema Hartman-Grobman, ed essendovi un auto 

valore positivo il sistema continua a essere instabile. Infatti, la presenza di un autovalore 
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positivo anche se gli altri fossero zero, conferirebbe ugualmente instabilità al sistema non-

lineare, pur non potendosi in tal caso applicare il teorema Hartman-Grobman, e quindi non 

potendo definire l’esatta dinamica per il sistema non-lineare anche localmente ( la questione 

è stata accennata anche in precedenza). Ma l’instabilità sarebbe comunque accertata. Non è 

vero il contrario, ovvero (citiamo per intero): “This theorem in sometimes misinterpreted as 

stating that the system’s matrix must not have any root with zero real part if we want to 

ascertain the properties of the non-linear systems from those of the linear approximation. 

This is certainly true as regards local asymptotic stability, but not as regards instability. The 

presence of at least one root with positive real part is sufficient to state that the non-linear 

system is locally instable, even if there are other roots with zero real part (...) the stability of 

the equilibrium solution cannot be determined from the properties of the linear 

approximating system if all the latent roots of A have real part   0 but at least one root has 

zero real part” (Gandolfo, cit. pag.362). Valutato in base al secondo  punto di equilibrio, gli 

autovalori (arrotondati) del Jacobiano sono i seguenti: 

(3.3.1C) 

                               

che sono tutti autovalori con parte reale non zero, in quanto uno è reale e negativo, e gli 

altri due sono complessi ma con parte reale non zero e negativa, con i punti di equilibrio che 

sono ancora iperbolici come nel caso precedente. Allora, il teorema Hartman-Grobman è  

ancora applicabile e il sistema linearizzato è stabile. Quindi, per il suddetto teorema, anche il 

sistema non-lineare è stabile, almeno nell’intorno del punto di equilibrio. Del sistema 

linearizzato possiamo anche fornire la soluzione numerica. Essa è: 

(3.3.3) 

                                                            

                                                                       

                                                                     

Nonostante la soluzione a prima vista sembri complessa, è agevole rendersi conto che, 

essendo negativi tutti gli esponenti dei termini esponenziali, la dinamica del sistema per 

tutte e tre le variabili sia tale che il punto di equilibrio della soluzione non nulla sia un 

attrattore stabile. Il sistema linearizzato è stabile, ed è stabile anche l’originale sistema non-

lineare nell’intorno del punto di equilibrio. Il teorema Hartman-Grobman può quindi essere 

applicato. Vi è dunque da rilevare che, l’inserimento di un termine di smorzamento 

esponenziale, ha reso il sistema localmente stabile per quanto riguarda il Jacobiano valutato 

al punto di equilibrio non nullo. Della soluzione sopra è possibile darne anche una 

rappresentazione grafica: 
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Come è possibile verificare tutte e tre le variabili dopo una lieve oscillazione iniziale, tendono 

al valore  determinato dal punto di equilibrio. La linea verde rappresenta P(t), quella rossa 

K1(t), quella gialla K2(t). E’ possibile nel modello sopra inserire anche l’equazione dinamica 

dell’output, ma dobbiamo un po’ modificare la rappresentazione del sistema, per poter 

determinare i punti di equilibrio delle variabili. La sostanza non cambia, in quanto la 

struttura concettuale resta la stessa. E’ ancora possibile dare una soluzione in termini 

analitici degli autovalori del Jacobiano, ma ora bisogna distinguere fra la soluzione nulla e la 

soluzione non nulla dei punti di equilibrio. Con lo stesso significato dei coefficienti e la stessa 

simbologia otteniamo due  punti di equilibrio: 

(3.3.4)     

                        

 

                   
   

 
       

           

    
   

     
 

       
           

      
    

   
 

       
 

 
  

Per quanto riguarda lo Jacobiano valutato all’origine, non vi sono differenze con gli 

autovalori del modello 1, che continuano ad essere: 

(3.3.5) 

                   

Ancora una volta, la stabilità del sistema dipende dal segno del terzo autovalore. Se esso 

fosse zero, non potremmo applicare il teorema Hartman-Grobman. Lo zero è dunque un 

valore di biforcazione. Passando da negativo (positivo) a positivo (negativo) il sistema 

diventa instabile (stabile). Valgono quindi le stesse considerazioni del modello 1. Il problema 

è molto più complicato quando si vogliano determinare gli autovalori del Jacobiano secondo 

l’altro  punto  di equilibrio. Innanzitutto occorre rilevare che esso ha una significatività dal 

punto di vista economico, solo se l’espressione fra parentesi del logaritmo è minore di 1 

ovvero se [λ < s2 +s1α]. Ciò comporta un valore negativo del logaritmo e quindi tutta 
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l’espressione diventa positiva per tutte e tre le variabili. Inoltre, l’espressione analitica degli 

autovalori del Jacobiano valutati secondo questo punto di equilibrio, diventa molto 

complessa e praticamente illeggibile. In questo caso, l’unica via percorribile per avere un 

minimo di informazione sulla stabilità del sistema originale non-lineare almeno nell’intorno 

dei punti di equilibrio, non è che una simulazione numerica come abbiamo fatto in 

precedenza, attribuendo via via valori diversi ai coefficienti ed osservare il comportamento 

dinamico delle variabili quando i coefficienti cambiano anche per differenze modeste. Di più, 

mi sembra, oggettivamente, molto difficile poter fare in questo caso specifico. 

3.5 Modello 4 

Il modello si presenta ora nella seguente forma, con i coefficienti in termini numerici che 

sono ancora gli stessi del modello precedente e con in più l’equazione dinamica dell’output: 

(3.4.1) 

   

  
            

   

  
            

  

  
            

               

  

  
                              

              

                              
               

Il calcolo dei punti di equilibrio fornisce due valori: 

(3.4.1A) 

[K10, K20, P0, Y0] = [0,0,0,0]  e  [K11, K21, P1, Y1] = [1039.72, 2079.44, 346.57, 1039.72]  

La linearizzazione del sistema con il calcolo del Jacobiano al primo punto di equilibrio, dà i 

seguenti autovalori: 

 

(3.4.1B)  

                                                      [-0.06, -0.2, 0.1, -0.1] 

Essendo autovalori di segno negativo e positivo il sistema presenta ancora instabilità, come 

nel modello 3. 

Se valutiamo invece il  Jacobiano  al secondo punto di equilibrio esso presenta i seguenti 

autovalori: 
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(3.4.1C)  

                                   [-0.0243+0.04612i, -0.0243-0.04612i, -0.1529, -0.1] 

Due sono autovalori reali e negativi e due sono complessi ma con parte reale non zero e 

negativa. Il sistema linearizzato è stabile, come lo è anche il sistema originale non-lineare 

nell’intorno del punto di equilibrio. Non vi sono quindi differenze fra il modello 3 e il modello 

4 nella dinamica del sistema. Non diamo la soluzione numerica del sistema linearizzato, in 

quanto nella struttura non differisce da quella del modello 3. Vi è solo in più, ovviamente, 

l’equazione dell’output complessivo. Tuttavia anche per questo modello diamo solo la 

soluzione analitica per gli autovalori del Jacobiano, valutati alla soluzione nulla, in quanto per 

l’altro punto di equilibrio valgono le considerazioni fatte per il modello 3 a proposito della 

estrema complessità della soluzione. Dunque, il Jacobiano valutato alla soluzione nulla del 

punto di equilibrio è dato da: 

(3.4.2)                 



























00)()(

00

00

00

2121

2

1









ssss

s

s

 

con i seguenti autovalori: 

(3.4.3) 

                            

Ancora la dinamica del sistema dipende dal segno del terzo autovalore, data la negatività 

degli altri tre. Possiamo dire, con maggior precisione, che il valore zero di esso rappresenta 

ancora un valore di biforcazione. Passando da negativo a positivo, il sistema perde stabilità e 

diventa instabile. All’opposto se passa da positivo a negativo. Ovviamente queste 

considerazioni valgono anche per tutti i modelli dove si presenti una situazione analoga. 

Occorre fare una precisazione sulla costruzione di questo modello, che vale anche per i 

successivi dove abbiamo la stessa struttura. Siamo stati indecisi fin da ultimo se applicare 

alla Y delle prime due equazioni ancora il coefficiente di smorzamento esponenziale, in 

quanto tale variabile proviene dalla soluzione dell’ultima equazione dove vi è stato applicato 

un doppio smorzamento: uno dovuto alla funzione di produzione per esteso fra parentesi 

per ottenere il valore netto della produzione sul quale applicare il saggio di investimento, e 

l’altro applicato all’incremento netto complessivo del capitale per definire la variazione netta 

complessiva dell’output. Abbiamo testato il modello anche in questa forma ed i risultati della 

linearizzazione, fortunatamente, non differiscono sul piano qualitativo. Il primo punto di 

equilibrio è la stesso in quanto i valori sono ancora tutti zero e quindi gli autovalori del 

sistema sono gli stessi, mentre per il secondo  differisce solo il valore di Y che è 2079,441. 
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Ora, alcuni autovalori cambiano nella consistenza quantitativa ma mantengono gli stessi 

segni, e dunque non cambia la dinamica del sistema sul piano qualitativo. Per dovere di 

completezza, essi sono dati da: 

(3.4.3A) 

                                  [ -0.09117+0.0499i,  -0.09117-0.0499i,  -0.0192,  -0,1 ] 

Come è agevole vedere, il sistema mantiene ancora stabilità. Tuttavia, nonostante che 

adoperare l’una formulazione o l’altra non produca variazioni qualitative nella dinamica del 

sistema anche per la soluzione non nulla dei punti di equilibrio, resta il dubbio se 

tecnicamente sia più logico formulare le equazioni della dinamica dei due tipi di capitale 

come la abbiamo formulata nel presente contesto oppure con lo smorzamento esponenziale 

anche sulla Y nelle equazioni che definiscono la dinamica del capitale. 

A questo punto sorge ancora il solito dubbio legittimo. E se cambiassimo i valori numerici dei 

coefficienti? La dinamica resterebbe la stessa oppure subirebbe variazioni non solo 

quantitative ma anche qualitative? Per individuare se queste modificazioni esistono, 

occorrerebbe risolvere il sistema invece che per valori numerici dei coefficienti, in modo 

simbolico. Tuttavia la soluzione presenta notevoli difficoltà, come abbiamo fatto già rilevare, 

nella lettura dei risultati. Ora, per quanto abbiamo visto a proposito della soluzione nulla del 

punto di equilibrio, non c’è bisogno della soluzione completa simbolica del sistema 

linearizzato. L’analisi degli autovalori ci permette di dare un giudizio sulla dinamica del 

sistema non-lineare nell’intorno del punto di equilibrio anche senza risolvere esplicitamente 

il sistema linearizzato. Per l’altro punto di equilibrio, anche l’analisi degli autovalori risulta 

praticamente illeggibile. Ancora, il modo migliore di procedere, come fatto rilevare anche in 

precedenza, è quello di effettuare numerose simulazioni, con cambi dei coefficienti anche 

minimi, e verificare se avvengono modificazioni qualitative nella dinamica del sistema. Prima 

di procedere oltre è necessario, comunque, soffermarsi sulla configurazione che abbiamo 

utilizzato del termine di smorzamento. Esso è non lineare nel suo complesso, ma è lineare 

nel rapporto fra z e P. Ciò potrebbe essere non del tutto logico, in quanto uno stock di 

inquinante crescente potrebbe avere riflessi anch’essi crescenti sulla consistenza dell’effetto 

di smorzamento sull’output globale. Allora si potrebbe definire un rapporto fra z e P di tipo 

z(P)P dove il coefficiente z è una funzione crescente del livello di P, cioè con z’(P) > 0.  Il 

termine esponenziale assumerebbe allora la seguente configurazione: 

(3.4.4)                                                                     

         

Il problema è ora definire la forma di z(P), il che non è per niente agevole e, oltretutto, non 

aggiungerebbe significative modifiche qualitative alla dinamica del nostro modello. 

Comunque, per dovere di completezza, proviamo a definire una qualche forma della 

suddetta relazione. Essa potrebbe essere la seguente: 
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(3.4.5)                                                                     

    
 

 
  

dove X possiamo considerarlo il livello massimo dello stock di inquinante sostenibile oltre il 

quale si verificano effetti dannosi  tali sull’ambiente da rendere irreversibile la situazione e 

probabilmente inutile qualsiasi forma di intervento di abbattimento dello stock di inquinante 

accumulato. E’ chiaro che quanto più è elevato il rapporto P/X quanto maggiore è l’effetto di 

smorzamento. Lo stesso valga per h che potremmo definire un coefficiente di sensibilità di z 

a P/X, ovvero l’intensità con cui z reagisce ad un aumento del rapporto P/X. La nostra 

simulazione è stata effettuata sul modello 3, dove non si considera l’equazione dinamica 

dell’output e dell’abbattimento. Considerando ora gli stessi valori dei coefficienti con in più  

h = 0.02  e  X = 600  che definiscono z, l’esponenziale è ora il seguente: 

(3.4.6)                                                                   

        
 

   
    

Senza riscrivere nuovamente tutto il modello, il calcolo dei punti di equilibrio, trattandosi 

ancora di modello non lineare, dà i seguenti due valori: 

(3.4.6A) 

                  [ K10, K20, P0 ] = [ 0,0,0 ],    [ K11, K21, P1 ] = [ 432.608, 865.216, 144.202 ]  

La soluzione fornisce anche un’altro punto di equilibrio ma, essendo i valori tutti negativi, 

non hanno nessun significato economico e possono  essere trascurati. La linearizzazione con 

il calcolo del Jacobiano fornisce,  per il primo punto di equilibrio, i seguenti autovalori: 

(3.4.6B) 

                                                                    [-0.06,  0.1,  -0.1] 

che, essendo di segno alternato, comportano instabilità del sistema. Il secondo punto di 

equilibrio, fornisce invece i seguenti autovalori: 

(3.4.6C) 

                                                      [-0.07+0.056i,  -0.07-0.056i,  -0.1 ]. 

In questo caso tutti gli autovalori hanno parte reale negativa e quindi il sistema è stabile. 

Non forniamo la soluzione del sistema linearizzato in quanto la dinamica è la stessa del 

mod.3 e non diamo nemmeno la soluzione in forma analitica degli autovalori, in quanto il 

modo di procedere è ancora lo stesso di tutti i casi precedenti. Come è possibile verificare, la  

considerazione dell’esponente dell’esponenziale in forma non lineare non cambia la 

dinamica qualitativa del sistema. Di tale sistema abbiamo fatto varie simulazioni con 
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combinazioni di h e X diverse, ma la dinamica, a parte l’ovvia diversa intensità quantitativa, 

non cambia qualitativamente. 

3.6 Modello 5 

Tralasciamo ora la possibilità che il termine esponenziale abbia un esponente non lineare, e 

veniamo alla introduzione di una nuova equazione che definisce la dinamica dell’intervento 

del Governo per l’abbattimento dello stock di inquinante. Nel primo capitolo abbiamo visto 

come tale variabile veniva definita esogenamente, e funzionava da elemento da manovrare 

per ottenere ad un determinato tempo T un certo livello dello stock complessivo di 

inquinante, oppure veniva inserita in un problema di controllo ottimale dove fungeva da 

variabile di controllo rispetto allo stock di inquinante che rappresentava la variabile di stato. 

Il modello riprende in parte il modello 4, ma l’elemento smorzante sull’output complessivo 

dovuto all’inquinamento viene definito ora in modo lineare per poter così risolvere in forma 

chiusa l’intero sistema originale. Viene inoltre definita l’equazione dinamica per A, differente 

a quella utilizzata nel modello ampliato rispetto all’originale di Uzawa che comprende anche 

la dinamica della superficie forestale (qui essa è lineare ancora per ragioni di soluzione in 

forma chiusa)  e aggiunto ancora il coefficiente z,  questa volta però che agisce in modo 

lineare sull’output, che funge ancora da coefficiente di smorzamento sulla produzione. 

Vengono utilizzati gli stessi coefficienti numerici degli esempi precedenti, e si considera 

ancora che l’investimento avvenga solo nei beni capitali  non  inquinanti ma con un 

coefficiente s2 = 0.2. Inoltre viene utilizzato un coefficiente di 0.02 che definisce il livello di 

intervento in abbattimento come reazione alla variazione dello stock di inquinamento, e un 

coefficiente di 0.03 che indica l’intensità con cui A influisce sull’abbattimento di P. La 

funzione di produzione è ora la seguente: 

(3.5.1)                                                       

                     

Il modello si struttura come segue: 

(3.5.2) 
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La presenza di z nella soluzione finale complica non poco la sua lettura. Per tentare una più 

agevole interpretazione della soluzione, conviene attribuire un certo valore a z. Qui abbiamo 

considerato z = 0.02 e abbiamo sostituito a (1-z) il valore 0.98. Ciò sta a significare che il 

valore dell’output complessivo viene abbattuto del 2% in conseguenza della presenza di un 

certo stock di inquinante. Gli autovalori del sistema sono dati da: 

(3.5.3)                                              

                                                                                  

La presenza di un autovalore positivo rende il sistema instabile. Anche qui, comunque, 

occorre fare numerose simulazioni per verificare l’andamento dinamico delle variabili. Per 

esempio, una politica di abbattimento molto elevata da parte del Governo quali effetti può 

avere sulla dinamica dello stock di inquinante? Tale stock può continuare a crescere per 

effetto dell’utilizzo di K1, oppure la dinamica si può invertire? Tali ipotesi devono, 

ovviamente, essere verificate, ma alcune simulazioni che abbiamo effettuato aumentando 

progressivamente il coefficiente che lega la variazione di A con la variazione di P, mostra una 

crescita di P e A via via decrescente. La cosa non deve sorprendere, dal momento che un 

aumento dell’intervento del Governo in abbattimento, comprime lo stock di inquinante 

riducendone la crescita e riducendo, di conseguenza, la necessità dell’intervento stesso. 

Anche per questo modello è possibile calcolare gli autovalori in forma generale e stabilire le 

condizioni di stabilità, considerando che siamo in presenza di un modello lineare e che non 

c’è bisogno di ricorrere al teorema Hartman-Grobman. Definendo σ come sensibilità di P ad 

A nella terza equazione e µ come il livello di A in risposta alla variazione del livello di P nella 

quarta equazione, ed inserendo nella seconda equazione la funzione di produzione per 

esteso e nella quinta Y per la funzione di produzione, la matrice Jacobiana è ora : 

(3.5.4) 
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con autovalori dati da: 

(3.5.5)        
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Ricordando il significato dei simboli che rappresentano i coefficienti, il primo e il quinto degli 
autovalori sono negativi per definizione data la positività assunta per tutti i coefficienti, il 
secondo è zero, e quindi la stabilità del sistema dipende dal segno del terzo e del quarto 
autovalore. Ancora il valore zero per essi rappresenta un valore di biforcazione, in quanto 
passando da negativo a positivo e viceversa, cambia radicalmente la dinamica del sistema.  
Con questi valori, l’eventuale presenza di un autovalore positivo è sufficiente a definire 
l’instabilità del sistema anche se vi è un autovalore zero. Vale ancora il punto iii) del teorema 
4.1 in Brock eMalliaris. Se invece la particolare configurazione numerica dei coefficienti fosse 
tale da fornire un autovalore zero (che con questa struttura del sistema vi sarà comunque, 
dato che la quarta riga del jacobiano è linearmente dipendente dalla terza) e tutti gli altri 
negativi, bisogna ricorrere a verificare se vi è un autovettore linearmente indipendente per 
l’autovalore zero come abbiamo precedentemente fatto. Solo in tal caso il sistema sarebbe 
stabile (ma non asintoticamente stabile). Ovviamente, vi deve essere un numero di 
autovettori linearmente indipendente uguale al numero di autovalori zero3. Resta ancora la 
possibilità di esprimere la dinamica del secondo tipo di capitale smorzando Y del termine (1-
z). Valgono ancora le considerazione fatte a proposito del modello precedente. 
Tuttavia in questo modello l’utilizzo del termine smorzante (1-z) dovrebbe essere sostituito 

da (1-z(P)) che, pur essendo lineare in P, renderebbe comunque il modello non-lineare. A 

parte la necessaria linearizzazione, occorre imporre una condizione affinché non si abbia un 

output negativo ovvero 1-z(P) > 0. Un’altra variante potrebbe essere apportata all’equazione 

che definisce la dinamica della variabile A che identifica la politica di abbattimento, facendo 

dipendere tale dinamica non solo dalla variazione dello stock di inquinante, ovvero il flusso 

di nuovo inquinante, ma anche dal rapporto fra lo stock effettivo accumulato e un certo 

livello identificato come quel livello oltre il quale il rischio che i danni causati dallo stock di 

inquinante siano irreversibili, diventa molto elevato. Identificando con m il coefficiente di 

intervento del Governo in relazione al livello raggiunto da tale rapporto, e con X il livello 

massimo sostenibile di P come sopra definito, l’equazione dinamica per A può essere così 

definita: 

(3.5.6)                                          
  

  
      

  

  
     

 

   
  

dove si è utilizzato m = 15 e X = 600. La simulazione di questa nuova versione del mod.5, non 

apporta variazioni qualitative alla soluzione sopra riportata se non, ovviamente, qualche 

variazione di natura quantitativa. La dinamica temporale delle variabili non cambia. 

Ovviamente occorre sottolineare che anche il peso di mP/X nell’equazione dinamica di A  

acquista via via minore importanza in un modello dove non si effettuano più investimenti in 

K1  in quanto P tende a zero. Se invece si continuano a fare investimenti anche in capitale 

inquinante, allora valgono le considerazioni fatte a proposito dell’originale mod.5, e la 

dinamica di A dipende dalla dinamica di P che a sua volta dipende dal livello dell’output 

prodotto con K1, dall’auto-smaltimento e da A stesso. 
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3.7 Modello 6 

In questo modello si adotta una differente concezione della dinamica dell’investimento. 

Questo fatto è già stato in parte analizzato nel secondo capitolo, ma qui esso viene inserito 

nel modello complessivo che comprende anche la dinamica delle variabili ambientali. L’idea 

centrale è che l’investimento non sia una quota fissata e determinata del prodotto 

complessivo, ma sia una quota variabile in proporzione al rapporto fra lo stock di capitale 

effettivo esistente in un certo momento e un determinato livello prefissato come livello 

massimo che le imprese sono disposte ad accumulare, che funge da capacità di carico. Il 

modo con cui tale principio può essere formalizzato analiticamente è molto semplice e può 

essere così sintetizzato, partendo dai valori iniziali s1 = 0.1 e s2=0.2: 

(3.6.1) 

         
  

  
   

         
  

  
   

L’espressione al denominatore rappresenta la capacità di carico, ed è evidente che quando 

lo stock di capitale effettivamente accumulato raggiunge tale livello, il saggio di investimento 

si riduce a zero: questo perché le imprese lo ritengono il massimo compatibile con le loro 

esigenze produttive, dato il livello tecnologico esistente, la forza-lavoro disponibile, la 

domanda sul mercato, le prospettive future, la natura della classe politica al governo e tutti 

gli altri elementi dai quali possono dipendere le decisioni di investimento. Strutturato in 

questo modo, il saggio di investimento (lordo) diventa dunque una funzione decrescente del 

rapporto nel membro a destra delle suddette espressioni. Comunque, inserire la nuova 

espressione del saggio di investimento nel sistema complessivo, non risulta per niente 

agevole in quanto il sistema diventa non-lineare ed anche in questo caso se ne può fare solo 

una analisi locale mediante la linearizzazione del sistema. E’ possibile, comunque, operare 

una lieve trasformazione delle suddette espressioni, indicando rispettivamente con y e x le 

espressioni a destra delle equazioni. La funzione di produzione è la stessa del modello 

precedente, cioè data dalla (3.5.1), con ancora le stesse considerazioni sulla Y e il termine di 

smorzamento nelle prime due equazioni: Il modello risulta ora così strutturato: 

(3.6.2) 
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La presenza di y e x rende abbastanza ingombrante la soluzione finale anche se possibile in 

forma chiusa. Questa si semplifica di molto se continuiamo a fare l’ipotesi che l’investimento 

nei beni capitali che producono inquinamento sia nullo. In questo caso, non forniamo la 

soluzione per esteso, ma continuando a fare l’ipotesi che il coefficiente di abbattimento 

dell’output globale per via dell’inquinamento sia  z = 0.02, otteniamo i seguenti autovalori 

con s1 = 0: 

(3.6.3)                                            

                                                         [ -0.1,  -0.1+0.153x, -0.04, -0.06 ] 

Mentre l’interpretazione delle soluzioni per K1(t), A(t), P(t), non presenta difficoltà in quanto 

data l’ipotesi di s1 = 0 il sentiero dinamico di tutte e tre le variabili converge a zero per t che 

tende a infinito, la dinamica delle altre due variabili dipende in modo cruciale dal valore di x 

= (1-K2/K2max). Affinchè ambedue le variabili non presentino una dinamica che converge a 

zero, occorre che l’esponente dell’esponenziale (autovalore) (-0.1+0.153x) sia positivo. 

Questo avviene per x > 0.653, ovvero quando il rapporto K2/K2max < 0.347 che, francamente, 

è molto basso. Questo non significa che l’investimento(lordo) sia nullo, in quanto lo diventa 

solo per valori dello stock effettivo di capitale uguali allo stock massimo desiderato, ma che 

uno stock di capitale effettivo di poco superiore a 1/3 di quello massimo rende 

l’investimento netto negativo data la presenza del coefficiente di ammortamento. Se però 

noi ipotizziamo che ciò che non viene più investito nel settore che produce con capitale 

inquinante, viene automaticamente investito nel settore che produce con capitale non 

inquinante, e quindi s2 = 0.3, allora la soglia perché non si abbia investimento netto negativo 

anche nel settore che produce con K2 si alza e ora deve essere x > 0.433 e K2/K2max < 0.567. 

Ciò significa che il fenomeno dell’investimento netto negativo si verifica ora per valori più alti 

dello stock effettivo di capitale e quindi il margine per una crescita positiva sia di K2 che di Y 

è più elevato rispetto al caso precedente. Queste soglie ovviamente variano quando variano 

i parametri, o singolarmente o in combinazioni diverse fra loro, come s e K2max. e il 

coefficiente di ammortamento. E’ ovvio, per esempio, che aumentando la soglia del livello 

massimo sostenibile di K2, i margini per un investimento positivo aumentano. Come abbiamo 

già detto nel primo capitolo del nostro lavoro, questo fenomeno non è dissimile dalla 

dinamica di un popolazione biologica dove il tasso complessivo di riproduzione (qui 

l’investimento lordo), va confrontato con il tasso di raccolta (harvesting), (qui il tasso di 

ammortamento). La crescita della suddetta popolazione si ha solo se il tasso di riproduzione 

supera il tasso di raccolta (nel nostro caso si avrebbe un investimento netto positivo). 

Queste considerazioni finali su questo ultimo modello non influiscono, ovviamente, sulla 

dinamica delle variabili che dipendono, in ultima analisi, dalla dinamica di K1. Per una 
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valutazione di tipo analitico, il sistema deve essere riscritto in termini simbolici. Dal 

momento che la soluzione, possibile data la linearità del sistema, è comunque molto estesa 

e di nessuna immediata interpretazione, procediamo a calcolare lo Jacobiano del sistema 

lineare considerando ancora nullo l’investimento nel primo settore. Ovviamente essendo il 

sistema lineare, non compaiono nello Jacobiano le variabili del sistema. Inserendo per la 

linearizzazione nella quinta equazione per le derivate sulla parte destra, le prime due 

equazioni del sistema con al posto di Y la funzione di produzione scritta per esteso, 

otteniamo: 

(3.6.4)                 
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gli autovalori sono: 

(3.6.5) 

                             

Come è possibile notare, anche in questo caso due autovalori sono zero. Il determinante è 

zero data la presenza di una riga che è linearmente dipendente da un’altra (la quarta è 

ottenuta moltiplicando la terza per µ).  Il primo e l’ultimo autovalore sono negativi, mentre il 

secondo e il quarto dipendono dalla combinazione fra i coefficienti . Anche qui occorre fare 

le stesse considerazioni fatte in precedenza quando siamo in presenza di sistemi lineari con 

coefficienti costanti e almeno qualche autovalore è zero. Ma non ripeteremo l’analisi dal 

momento che è esattamente la stessa. Quindi, dal segno del secondo e quarto autovalore  

dipende la dinamica complessiva del sistema. Possiamo anche, a questo punto, calcolare il 

Jacobiano anche per il caso in cui vi sia investimento nel settore dei beni capitali che 

producono inquinamento. Esso è dato da:  

(3.6.6)     

































)1()1(00)1()1(

00)1(

00)1(

000

000

21

2

1

zxszyszz

z

z

xs

ys











 

          

e gli autovalori (indicando anche qui con    l’espressione sotto radice) sono dati da: 



 

111 
 

(3.6.7)                           

             
 

 
 

 

 
     

 

 
     

 

 
      

 

 
      

 

 
    

 

Ancora la stabilità del sistema dipende dal quarto e dal quinto autovalore, in quanto il primo 

è zero e il secondo e il terzo sono negativi. Torniamo ora alla questione di come la presenza 

del termine esponenziale di smorzamento dell’output complessivo dovuto alla presenza 

dello stock di inquinante, può essere tale da invertire la dinamica dell’output se, in base a 

quelli che sono i dettami della teoria economica tradizionale, si investisse tutto nel settore 

che usa beni capitali inquinanti in quanto essi presentano capacità produttiva superiore 

all’altro tipo di beni capitali. Per fare questo esperimento, utilizziamo prima un 

semplicissimo modello composto da due sole equazioni in cui tutto l’investimento è 

realizzato nel capitale non inquinante che presenta capacità produttiva inferiore. Non 

distinguiamo i due tipi di capitale, in quanto l’ipotesi è che o tutto l’investimento è 

effettuato in un solo tipo di capitale o nell’altro, cioè una soluzione ‘bang bang’. Utilizziamo 

quindi, indistintamente, il simbolo K adoperato in un modello, per indicare un tipo di 

capitale, e nell’altro per indicare l’altro tipo. Lo scopo è di dimostrare come, nel lungo 

termine, la dinamica dell’output complessivo subisce un cambio nella sua evoluzione 

temporale per via della presenza dello stock di inquinante P.  Nel primo semplice modello 

dove tutto l’investimento è effettuato in capitale non inquinante, non appare, ovviamente, 

l’equazione dello stock di P e nemmeno quella di A. Il modello, utilizzando i dati numerici 

come nei precedenti modelli, si presenta come segue: 

(3.6.8) 

  

  
              

  

  
     

  

  
  

La soluzione di questo modello è molto semplice. Infatti abbiamo: 

(3.6.9)                                                 

                               

Come condizioni iniziali sulle variabili abbiamo posto [K(0) = 10, Y(0) = 6]. Il sistema cresce 

all’infinito, con tutte le precauzioni del caso quando non si abbiano elementi che ne possano 

invertire la tendenza, e l’unico punto di equilibrio, data la linearità e omogeneità del sistema, 

è l’origine che è, ovviamente, instabile data la positività degli esponenti. La soluzione in 

forma generale di questo semplice modello, continuando ad utilizzare i coefficienti fin qui 

utilizzati nel loro significato, è data da: 
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(3.6.10) 

        
                   

                         

   dinamica del sistema dipende dal valore dell’esponente dell’esponenziale e, per quanto 

riguarda la dinamica di Y, occorre notare che la somma netta degli ultimi due termini a 

destra nella soluzione è zero dal momento che sono esattamente uguali ma di segno 

opposto, rappresentando ambedue il valore iniziale di Y. Ciò è facilmente rilevabile 

dall’esempio numerico sopra: Y(0) = 0.6*10 = 6. Consideriamo ora un modello alternativo 

dove invece tutto l’investimento viene effettuato nel capitale inquinante anch’esso indicato 

con K. Come termine di smorzamento utilizziamo ancora un termine esponenziale con però z 

= 0.004. Nella prima equazione si utilizza l’output globale invece che la funzione di 

produzione per ragioni di calcolo dei punti di stabilità. Si continua a non utilizzare 

l’equazione dinamica di A per motivi di semplicità. Per il nostro specifico scopo in questo 

modello, cioè dimostrare la variazione nell’evoluzione dinamica di Y, non è una variabile 

cruciale. E’ ovvio però che, la presenza di una politica di abbattimento da parte del Governo, 

contribuisce a diminuire l’effetto di smorzamento in quanto riduce lo stock di P. Su questo 

elemento faremo successivamente una considerazione. Fatte queste precisazioni, la 

struttura del modello è la seguente (ancora senza applicare lo smorzamento esponenziale 

alla Y nella prima equazione): 

(3.6.11) 

  

  
           

  

  
                          

  

  
                                       

La funzione di produzione è data da: 

(3.6.11A)                                                      

               

La linearizzazione del sistema porta a due punti di equilibrio: 

(3.6.11B )               

                          [K0, P0, Y0]  = [0,0,0]  e  [K1, P1, Y1] = [787.92, 218.87, 262.64] 

Gli autovalori del Jacobiano calcolati in base al secondo punto di equilibrio sono i seguenti: 

(3.6.12)                                 

                                          [-0.1633,  -0.0246-0.051i,  -0.0246+0.051i ] 
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Essi sono uno reale e negativo e gli altri due complessi ma con parte reale e negativa. Il 

punto di equilibrio del sistema  linearizzato è un attrattore stabile e questo vale anche per il 

sistema non-lineare nell’intorno di tale punto. Il sentiero dinamico delle tre variabili tende al 

punto di equilibrio mediante oscillazioni smorzate. Gli autovalori calcolati secondo la 

soluzione nulla del punto di equilibrio danno ancora una dinamica instabile per la presenza 

di un autovalore positivo e due negativi. Infatti abbiamo: 

(3.6.12A)                                            

                                                                  [-0.06,  -0.24,  0.14 ]     

Per questo modello abbiamo comunque provato una simulazione anche con lo smorzamento 

sulla Y nella prima equazione del sistema (3.6.11). La dinamica qualitativa del sistema non 

cambia. Tornando ora ai due modelli sopra analizzati, se confrontiamo il sentiero dinamico di 

Y sia nel precedente modello che in quello appena analizzato, possiamo osservare un 

elemento molto interessante. Questo confronto risulta dal seguente grafico:  

 

  

La linea verde rappresenta la dinamica dell’output quando si investe tutto nel settore che 

produce con capitale inquinante, mentre quella rossa quando si investe tutto nel settore che 

produce con capitale non inquinante. Come è possibile verificare, fino a t compreso 

all’incirca fra 52 e 54, l’output globale investendo solo nel settore che produce con capitale 

inquinante e a più alta produttività, è maggiore dell’output ottenuto investendo solo in beni 

capitali non inquinanti, ma nel lungo periodo tende al punto di equilibrio dato da 630.34. 

L’effetto smorzante dovuto allo stock di inquinante ancora non compensa, in negativo, la 

maggior produttività del settore con beni capitali inquinanti. Ma, oltre questo limite, la 

produzione effettuata solo con capitale non inquinante supera l’altra che tende invece al 

punto di equilibrio. Ovviamente, se introduciamo anche la variabile A, l’effetto smorzante di 
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P sull’output globale si attenua e, in termini del grafico sopra, il punto di inversione nella 

dinamica di Y dovrebbe spostarsi a destra, ovvero più avanti nel tempo. E’ chiaro anche che 

per valori di z sempre più grandi, tale punto di inversione si sposterebbe a sinistra in quanto 

l’effetto smorzante diventerebbe crescente. Combinazioni diverse di z e A definiranno il 

punto nel tempo dove avviene l’inversione nella dinamica dell’output. Anche la quota di 

output che viene investita contribuisce a definire la dinamica di Y. Comunque, data la 

struttura del modello, è possibile, con molta pazienza, provare a utilizzare combinazioni 

diverse di s, z, A  e verificare poi come il punto di inversione nella dinamica di Y si sposti nel 

tempo. Non stiamo ancora a ripetere l’analisi di tipo qualitativo. Trattandosi però ora di 

modello non-lineare, le conclusioni tratte dalla linearizzazione valgono solo nell’intorno del 

punto di equilibrio.  A conclusione di questa rassegna di modelli, dai quali continua ad essere 

escluso il lavoro più per ragioni di semplificazione analitica che per oggettive ragioni 

economiche, possiamo dare una formulazione completa del modello in termini 

esclusivamente simbolici, senza ricorrere ad una sua soluzione anche per la forma 

linearizzata.  

3.8 Modello 7 

Prima di formulare il modello completo definiamo i saggi di risparmio s1 e s2 nel modo 

seguente: 

(3.7.1) 

         
  

  
   

         
  

  
   

I valori s10 e s20 rappresentano la quota massima dell’output globale destinata 

all’investimento, rispettivamente, nel settore che produce con capitale inquinante e nel 

settore che produce con capitale non inquinante, ovvero beni capitali a vecchia tecnologia e 

beni capitali a nuova tecnologia. Per come tali saggi vengono definiti, essi rappresentano 

quanto si investirebbe se il capitale attualmente disponibile fosse zero. Questo, ovviamente, 

in teoria, in quanto con un capitale a zero anche l’output sarebbe nullo con conseguenti 

saggi di investimento anch’essi nulli. Occorrerebbe allora inserire un ulteriore elemento che 

faccia sì che anche con output zero si abbiano saggi di investimento positivi, non come quota 

dell’output ma effettuati con fondi provenienti, per esempio, dal settore bancario mediante 

prestiti. Ma qui, ciò non è importante: basta fare l’ipotesi che i due tipi di capitale siano 

positivi che è, ovviamente, una ipotesi perfettamente plausibile dato che un sistema con 

capitale zero sarebbe praticamente inesistente. Comunque, l’essenza di tale formalizzazione, 

è stata precedentemente definita e specificata. Inoltre, abbiamo anche fatto rilevare anche  

che l’intervento del Governo nella fornitura di servizi ambientali è vero che può comportare 

sottrazione di risorse all’investimento nei settori che producono beni finali (il che non è 
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detto sia sempre così come abbiamo visto nel primo capitolo), ma è anche vero che tale 

fornitura comporta l’esercizio di una attività che a sua volta genera un reddito. Inoltre, come 

già detto in precedenza, si fa un’ulteriore ipotesi sulla funzione di abbattimento: l’equazione 

dinamica per A non dipende solo dal tasso di variazione dello stock di inquinante, ma anche 

in modo diretto dal rapporto fra lo stock di inquinante accumulato e un livello oltre il quale i 

rischi di danni irreversibili sono altamente probabili. Allora il modello, tenendo conto anche 

di queste ultime precisazioni, si presenta come segue: 

(3.7.2) 

   

  
       

  

  
        

   

  
       

  

  
        

  

  
       

   
 
 
  

        

  

  
   

  

  
    

 

 
  

  

  
   

   

  
      

 
 
      

   

  
      

 
 
      

  

  
  

Qui la funzione di produzione complessiva che tiene già conto dello smorzamento 

esponenziale dovuto allo stock di inquinante, e considera anche la generazione di servizi 

ambientali da parte del Governo, è ora data da: 

(3.7.3)                                                   

             
   

 
 
       

dove ρ rappresenta il coefficiente di partecipazione di A alla produzione del reddito 

nazionale. Nella quarta equazione del sistema (3.7.2), m indica l’intensità con cui la politica 

di abbattimento reagisce al rapporto tra stock di inquinante accumulato e livello-soglia, oltre 

il quale, come specificato, i rischi di danni irreversibili sono altamente probabili. Questo 

livello è indicato da X. La definizione anche numerica del Jacobiano, richiede che nelle 

equazioni dove nella parte destra si abbiano derivate, queste vengano sostituite dalle 

relative espressioni in modo da poter procedere alla linearizzazione. Seguendo la 

metodologia seguita fino a qui, nelle prime due equazioni al posto di Y si inserisce la 

funzione di produzione (non calcolando ovviamente lo smorzamento due volte) e inserendo i 

servizi ambientali in modo che non siano soggetti allo smorzamento, e nella quinta si 

inserisce Y al posto della funzione di produzione (si potrebbe anche procedere 

diversamente: si lascia la Y nelle prime due equazioni della dinamica del capitale e si 

inserisce per esteso la funzione di produzione data dalla (3.7.3) nella quinta).  Si fa quindi 
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l’ipotesi che l’attività di fornitura di servizi ambientali di abbattimento non sia soggetta a 

smorzamento dovuto alla presenza dello stock di inquinante. Molti dei concetti che stanno 

alla base di questo modello generale, sono già stati ampiamente specificati e discussi nelle 

pagine precedenti, quando si sono analizzate varie versioni ridotte del modello generale qui 

presentato. Del modello generale si è cercato di dare anche una soluzione numerica in forma 

chiusa, utilizzando relazioni lineari in modo da poterci permettere tale soluzione. Si è anche 

potuto verificare che l’utilizzo di alcune relazioni non lineari, come per esempio il fattore di 

smorzamento esponenziale dell’output globale, utilizzato per tenere conto degli effetti 

negativi che lo stock di inquinante accumulato può avere sulla produzione, può modificare la 

dinamica qualitativa soprattutto dell’output che da instabile, quando lo smorzamento è 

lineare, diventa stabile se esso è non lineare. Occorre però tenere sempre ben presente che 

tale stabilità, accertata per il sistema linearizzato, può essere definita solo nell’intorno del 

punto di equilibrio per il sistema originale non-lineare, e solo per i punti di equilibrio non 

nulli, mentre continua ad aversi instabilità per i punti di equilibrio definiti all’origine. 

Un’attenzione particolare merita la dinamica dell’investimento nei due settori che 

producono lo stesso bene ma con capitale qualitativamente diverso. Su questo aspetto 

abbiamo già fornito varie interpretazioni e fatto numerose considerazioni. La decisione della 

ripartizione delle quote di investimento non può essere fatta solo in base ai coefficienti di 

produttività dei due tipi di capitale, soprattutto se essa è fatta con prospettive di lungo 

periodo e ove si tenga conto di come lo stock di inquinante accumulato e la sua ulteriore 

rapidità di accumulazione può, alla lunga, comportare una inversione nella crescita 

dell’output globale. In una versione ridotta del modello generale, utilizzata per questo 

preciso scopo, abbiamo dimostrato come, pur avendo il capitale inquinante una attuale 

maggiore produttività, possa verificarsi una inversione nella dinamica dell’output dopo un 

certo periodo, dovuta al fatto che diventa preponderante l’effetto negativo esercitato sulla 

produzione dallo stock di inquinante (ad esempio, si verifica una forte riduzione nella 

produzione del settore agricolo, che contribuisce a diminuire l’output aggregato). Ovvero, 

l’effetto smorzante causato sull’output complessivo da parte dello stock di inquinante, 

neutralizza la maggior produttività del capitale inquinante, e si verifica la suddetta inversione 

nella dinamica dell’output complessivo. La decisione sulla ripartizione delle quote di 

investimento, non può dunque essere fatta con puri criteri di efficienza attuale, ma deve 

tener conto degli effetti di lungo periodo causati dalla consistenza di tale stock.  Vedremo 

nello sviluppo di questo lavoro, nel quarto capitolo, come una analisi delle  tecnologie 

backstop, sia stata spesso condotta non considerando che le vecchie tecnologie possano 

creare diseconomie esterne, contribuendo quindi ad un costo globale sociale superiore al 

costo puramente privato. Non solo, ma la non considerazione di tale diseconomie, comporta 

uno spostamento nel tempo del momento in cui tali tecnologie avranno un costo superiore 

alla produzione effettuata con tecnologie backstop, ritardandone così la loro entrata in 

funzione. Si è anche cercato di dare una spiegazione logica del perché si sia adottata una 

funzione di produzione di tipo additivo e non moltiplicativo fra i due tipi di capitale. Questo 

modo di procedere lo abbiamo rilevato anche in altri lavori  (Aseev, Besov ed altri, 2010, pag. 

109 e seg.). Anche questo lavoro considera che la produzione dello stesso bene avvenga con 
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due processi produttivi distinti, uno utilizzante vecchie tecnologie e l’altro nuove tecnologie. 

L’elemento però che comporta un passaggio ad un completo investimento solo nel settore 

delle nuove tecnologie (capitale non inquinante secondo la nostra terminologia), non è dato 

dalla considerazione che sia lo stock di inquinante prodotto dalle vecchie tecnologie che di 

fatto le rende, in un periodo più o meno lungo, meno produttive delle nuove, ma è 

l’inasprimento di una sorta di tassa sulle vecchie tecnologie stesse che le rende meno 

profittevoli delle nuove e che viene definita come uno ‘shock casuale ambientale’. Quanto 

più elevata è tale tassa, quanto maggiore è l’effetto nel produrre un salto nella dinamica 

qualitativa delle quote di investimento nei due settori. Tuttavia, anche l’eventuale completa 

cessazione di un investimento lordo nel settore delle vecchie tecnologie, non significa che 

tale settore cessi completamente la produzione, la quale continuerà finché il capitale non si 

è completamente deprezzato. Non si ha quella che in termini schumpeteriani, viene definita 

‘distruzione creativa’. Anche nel nostro modello, s1=0 non comporta un immediato K1=0, ma 

comporta solo che K1 tenda a zero quando t tende a infinito. La produzione nel settore che 

produce con capitale inquinante non cessa nel momento in cui si smette di investire in tale 

settore, ma continua fino al completo deprezzamento dello stock di capitale esistente, a 

meno che drastici provvedimenti di politica economica da parte del Governo non ne 

impediscano la continuazione: per esempio, l’immediata chiusura di un impianto che 

produce gravi effetti di inquinamento complessivo, tali da creare situazioni di grave pericolo 

per la popolazione. Si tratta, in tal caso, dell’utilizzo del cosiddetto strumento di controllo 

diretto, invece di altri strumenti quali la carbon-tax o i permessi negoziabili di inquinamento. 

Un repentino peggioramento delle condizioni ambientali, può richiedere un provvedimento 

drastico di immediata chiusura dell’impianto (vedi il caso dell’Ilva in Italia). L’utilizzo degli 

altri strumenti richiederebbe probabilmente un tempo maggiore prima del prodursi di effetti 

positivi, ammesso che tali effetti si producano. In tal caso, la dinamica di K1 viene quindi 

completamente definita da λ , ovvero dal tasso di ammortamento. 

3.9 Modello 8 

Come più volte specificato fin dall’inizio, fino ad ora abbiamo volutamente tenuto fuori il 

lavoro dalla nostra analisi considerandolo però in modo implicito mediante un aumento dei 

coefficienti di produttività di ognuno dei due tipi di capitale, anche se, formalmente, non 

compare in modo esplicito nella struttura dei modelli nessun coefficiente aumentativo di 

tale produttività. Inseriremo ora il lavoro in una funzione di produzione puramente ipotetica 

e con finalità dimostrative, non-lineare anche nella struttura del processo produttivo e non 

solo perché tale non-linearità è dovuta all’accoppiamento con variabili ambientali.  

Ridefiniamo, per ragioni di convenienza, la simbologia dei coefficienti e le nuove variabili, 

tenendo conto che si fa l’ipotesi di avere due tipi di forza-lavoro applicata distintamente sui 

due tipi di capitale. Per semplicità, non consideriamo la funzione dell’abbattimento e 

dell’output, e consideriamo il risparmio come non dipendente da un limite massimo imposto 

allo stock di capitale. Quindi abbiamo: 

 



 

118 
 

K1 = capitale che produce inquinamento. 

K2 = capitale che non produce inquinamento. 

s1  = quota dell’output complessivo investita in capitale che produce inquinamento. 

s2 = quota dell’output complessivo investita in capitale che non produce inquinamento. 

α = coefficiente di produttività nel settore che crea inquinamento. 

  = coefficiente di produttività nel settore non inquinante. 

z = coefficiente di sensibilità della produzione allo stock di inquinante. 

P = stock di inquinante accumulato. 

λ =  coefficiente uniforme di ammortamento dei due tipi di capitale. 

  = coefficiente di inquinamento del primo settore. 

L1 = forza-lavoro occupata nel primo settore. 

L2 = forza-lavoro occupata nel secondo settore. 

  = coefficiente di auto-smaltimento dello stock di inquinante da parte del sistema 

ambiente. 

a = tasso di crescita di L1. 

b = tasso di crescita di L2. 

Le ipotesi di crescita della forza-lavoro, sono abbastanza irrealistiche, ma la considerazioni di 

funzioni non lineari, di tipo logistico, o di quarto grado come visto nel primo capitolo 

renderebbe molto complessa la soluzione del modello. Comunque faremo anche l’ipotesi di 

crescita logistica, e vedremo quali interessanti dinamiche si presentano.  Come già detto, 

non inseriamo le equazioni che definiscono la dinamica dell’output e dell’abbattimento.  Il 

modello risulta ora strutturato nel seguente modo: 

(3.8.1) 
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Le due funzioni di produzione nei due settori sono date da: 

(3.8.2)                        

          
    

          
               

    
          

    

Le prime due equazioni rappresentano ancora la dinamica dei due tipi di capitale e tutta 

l’espressione fra parentesi sul lato destro individua l’output globale dato dalla somma delle 

due funzioni di produzione diminuito dello smorzamento esponenziale dovuto alla presenza 

dello stock di inquinamento. Qui, l’esponente dell’esponenziale è lineare in P invece che non 

lineare come abbiamo considerato nel modello finale 7, dato dalla (3.7.2). Ma, come 

abbiamo visto in precedenza (mod.4), ciò non comporta cambiamenti qualitativi  nella 

dinamica. La terza equazione dove, come al solito, non compare la produzione con capitale 

non inquinante, definisce l’evoluzione dello stock di inquinante come somma netta fra 

emissioni ed auto-smaltimento. Le ultime due equazioni definiscono la dinamica evolutiva 

dei due tipi di forza-lavoro. Come abbiamo già detto, tale dinamica sembra irrealistica in 

quanto in tal modo si avrebbe una crescita infinita. Una funzione più realistica dovrebbe 

essere più articolata e tenere conto, per esempio, di alcuni fattori di attrito che 

controbilanciano in parte tale ritmo di crescita. Il sistema sopra è chiaramente non-lineare 

sia nelle singole funzioni di produzione che nello smorzamento esponenziale. Il calcolo dei 

punti di equilibrio fornisce due valori, di cui il primo, è l’unico utilizzabile almeno sul piano 

della leggibilità per una valutazione analitica, e che è la soluzione nulla. Lo Jacobiano 

calcolato nel punto di equilibrio all’origine è dunque dato da: 

(3.8.3)                           
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ed ha i seguenti autovalori: 

(3.8.4) 

                     

Data ancora l’ipotesi di positività di tutti i coefficienti, abbiamo tre autovalori negativi e due 

positivi e il sistema non-lineare è instabile localmente nell’intorno del punto di equilibrio. 

Tale non stabilità era anche facilmente rilevabile dall’analisi delle ultime due equazioni, la cui 
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soluzione separata definiva una dinamica esplosiva per ambedue i due tipi di forza-lavoro. 

Proviamo a fare una simulazione numerica del suddetto modello attribuendo dei valori 

numerici ai coefficienti, in modo da poter valutare lo Jacobiano anche per il secondo  punto   

di equilibrio. I valori attribuiti ai coefficienti sono i seguenti: 

s1 = 0.1;   s2 = 0.2;  α = 0.8;     = 0.6;   z = 0.002;  λ = 0.1;      = 0.05;   δ = 0.04;  a = 0.02;  b = 

0.02. 

Sulla base di questi ipotetici valori, i due punti di equilibrio sono dati da: 

(3.8.4A)   

                 [ K10, K20, P0, L10, L20 ] = [0,0,0,0,0]  e  [ K11, K21, P1, L11, L21 ] = [1.25, 2.5, 0,0,0]           

Lo Jacobiano valutato al primo  di tali punti di equilibrio, è dato da: 

(3.8.5) 
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ed ha i seguenti autovalori: 

(3.8.5A)                                      

[ -0.04,  -0.04,  -0.01,  0.02,  0.02 ] 

mentre valutato al secondo punto di equilibrio esso è: 

(3.8.6)             
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ed ha i seguenti autovalori: 

(3.8.6A)                                    

[ 0.3999,  -0.01,  -0.0399, 0.02,  0.02 ] 

In ambedue i casi la presenza di autovalori tutti reali, ma con alcuni negativi e altri positivi, 

rende il sistema linearizzato instabile, come pure il sistema non-lineare è localmente 



 

121 
 

instabile. Supponiamo ora di imporre, in termini più realistici, un limite alla crescita dei due 

tipi di forza-lavoro, una sorta di capacità di carico come abbiamo fatto in molti altri modelli. 

Scriviamo le due nuove funzioni nel seguente modo: 

(3.8.7) 

   

  
     

  

 
    

   

  
     

  

 
    

Dove x è la capacità di carico di L1 e y di L2. Le due equazioni sono chiaramente due 

equazioni logistiche in tempo continuo. Nella logica dei modelli con capacità di carico sulla 

variabile in esame, il tasso di crescita di tale variabile è nullo quando il livello di essa è zero o 

raggiunge il limite massimo oltre il quale non può andare per tutta una serie di ragioni. 

Inserendo ora le due nuove funzioni nel modello generale, l’origine è ancora un punto di 

equilibrio del sistema. Linearizzando il sistema, lo Jacobiano valutato all’origine è il seguente: 

(3.8.8)                        
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Gli autovalori del sistema sono ancora dati da: 

(3.8.9) 

                     

Con tutti i coefficienti positivi e con in più, ovviamente, positivi anche x e y, lo Jacobiano è lo 

stesso di prima e gli autovalori continuano ad essere come nel caso precedente e quindi 

l’origine è ancora localmente un punto di instabilità  anche per il sistema originale non-

lineare. Ma il sistema esibisce ora cinque  punti di equilibrio ed occorre fare una analisi di 

stabilità anche per gli altri quattro. Utilizzando i valori numerici come in precedenza, con in 

più  x = 100  e   y = 120 , abbiamo ora i seguenti  punti di equilibrio: 

(3.8.10) 

                                    

                                                     , 100, 120];  

[   ,                                                         
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Gli ultimi due sono identici al caso lineare, per i quali abbiamo già identificato che il modello 

è instabile. Per quanto riguarda il primo, lo Jacobiano valutato con esso dà i seguenti 

autovalori: 

(3.8.11) 

                                                     

   

Tutti gli autovalori sono o reali e negativi, o complessi ma con parte reale negativa. Quindi il 

modello linearizzato è stabile, come pure è localmente stabile anche il sistema originale non-

lineare. Il secondo punto di equilibrio dà un Jacobiano con i seguenti autovalori: 

(3.8.12)  

                                                    

  

Anche qui il teorema Hartman-Grobman è applicabile, ma il sistema è ora instabile in quanto 

un autovalore è ora positivo. Lo stesso avviene per il terzo punto di equilibrio, in quanto gli 

autovalori sono: 

(3.8.13) 

                                                     

  

Anche qui vi è la presenza di un autovalore positivo. Per completezza di analisi, mostriamo 

come è possibile risolvere le ultime due equazioni non-lineari relative alla crescita della 

forza-lavoro, come un sistema separato dalle altre tre equazioni, in quanto esse non 

coinvolgono le altre variabili del sistema. Esse entrano nelle  equazioni dinamiche delle altre 

variabili, ma le altre varabili non entrano nelle loro equazioni  dinamiche. Se assegniamo i 

seguenti valori: [ x = 100;  y = 120;  L1(0) = 50;  L2(0 ) = 60 ] otteniamo la soluzione del sistema 

data da: 

(3.8.14)  

       
   

        
         

   

        
 

Come è facile rilevare, data la positività di a e b le suddette soluzioni del sistema tendono, 

quando t tende a infinito,  al valore dato dalla capacità di carico per ognuno dei due tipi di 

forza-lavoro. L’origine è chiaramente un punto di equilibrio instabile, mentre la capacità di 

carico è un punto di equilibrio stabile. Del resto, la stabilità e instabilità dei due punti di 
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equilibrio è facilmente verificabile nel modo seguente. Innanzitutto per trovare i punti di 

stabilità si pone il lato destro dell’equazione differenziale uguale a zero. Si prenda, per 

esempio, la prima equazione (lo stesso vale ovviamente anche per la seconda per la quale 

non ripeteremo l’analisi). Così otteniamo: 

(3.8.15)                                             

    
  

   
                       

Poi si calcola la derivata del lato destro dell’equazione dinamica ottenendo: 

(3.8.16)                                                             

 

   
   

    

   
 

 

e quindi: 

(3.8.17)                                               

                          

Dunque, l’origine è un punto di equilibrio instabile, mentre 100 è stabile. Possiamo 

rappresentare graficamente la soluzione del sistema sopra, considerando, come in 

precedenza, a = b = 0.02: 

 

La linea rossa rappresenta l’andamento di L1 mentre quella verde L2. Come si vede 

chiaramente, ambedue tendono asintoticamente al rispettivo punto di equilibrio dato da [ 

100,120 ]. Questa è una soluzione realisticamente più plausibile, rispetto al modello lineare 

dove la forza-lavoro mostra una dinamica monotonica esplosiva.  Ovviamente il ritmo di 

convergenza al valore della capacità di carico dipende dal valore di a e b. Quanto più elevato 

è quanto maggiore è la velocità con cui  ci si avvicina a tale valore. Anche la soluzione per via 

numerica con il metodo Runge-Kutta (Heck, cit. pag. 566 e seg.),  conferma che, ad esempio 

per L1 , e con a = 0.05, la dinamica  converge al valore di equilibrio stabile dato da 100. Infatti 

abbiamo: 
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(3.8.18)  

                                                                

                              

Man mano che t cresce, ci si avvicina al valore di equilibrio stabile dato da 100. Tornando al 

modello 7, è ovvio ora che esso consta di sette equazioni in quanto si aggiungono le due 

equazioni dinamiche per i due tipi di forza-lavoro e si modificano anche le altre per effetto 

delle due nuove funzioni di produzione che sono ora non-lineari anche nella loro struttura 

interna indipendentemente dallo smorzamento non-lineare dovuto allo stock di inquinante. 

La funzione di produzione complessiva che tiene conto di tutti i tipi di non-linearità e dei 

servizi di abbattimento del Governo è ora data da: 

(3.8.19)               

       
    

             
    

          
   

 
 
      

Ripetiamo ancora, che adottare uno smorzamento esponenziale di questo tipo o come lo 

abbiamo utilizzato per l’analisi del mod. 8, non comporta cambiamenti qualitativi dinamici. 

L’inserimento di essa nelle prime due equazioni e nella quinta del modello 7, crea problemi 

di maneggevolezza del modello stesso non indifferenti, in quanto sostituire a Y l’espressione 

della funzione complessiva di produzione anche per una simulazione numerica non è per 

niente agevole, soprattutto da un punto di vista pratico. Comunque, l’introduzione nel 

modello delle due equazioni che definiscono la dinamica dei due tipi di forza lavoro, già di 

per sé, per il modo in cui tale dinamica è stata concepita, caratterizza una dinamica instabile 

in relazione al punto di equilibrio all’origine sia che le due equazioni dinamiche della forza-

lavoro siano lineari o non-lineari in quanto, come abbiamo già fatto rilevare, almeno due 

autovalori sono positivi. Anche se gli altri autovalori fossero, per ipotesi, uguali a zero, e 

quindi, in teoria, non si potesse applicare il teorema Hartman-Grobman, in realtà è 

sufficiente la positività di almeno un autovalore a definire l’instabilità del sistema non-

lineare almeno nell’intorno del punto di equilibrio (Gandolfo, cit. pag. 362). Tuttavia, 

abbiamo potuto constatare che, punti di equilibrio diversi dall’origine quando si adottino 

funzioni non lineari della crescita dei due tipi di forza-lavoro, possono mettere in evidenza 

comportamenti dinamici diversi dalla semplice instabilità e, in qualche caso, il sistema 

mostra una dinamica stabile. Ovviamente, l’inserimento di tali importanti variazioni nel 

modello 7, non solo lo amplia dal punto di vista delle equazioni dinamiche che lo 

compongono, ma le nuove non-linearità possono dar luogo ancora a dinamiche diverse. Il 

modello generale è ora così composto: 
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(3.8.20) 

   

  
       

  

  
        

   

  
       

  

  
        

  

  
          

 
 
          

  

  
   

  

  
    

 

 
  

  

  
   

   

  
      

 
 
      

   

  
      

 
 
      

  

  
  

   

  
     

  

 
    

   

  
     

  

 
    

Ovviamente per la linearizzazione del modello devono essere inserite le nuove funzioni di 

produzione non lineari con lo smorzamento esponenziale che può essere o nella forma zP 

oppure h(P/X)P . 

3.10 Tasso di auto-smaltimento variabile dello stock di inquinante. 

Come fatto rilevare nella introduzione a questo capitolo, nel corso di questo lavoro si è 

sempre assunto un tasso di auto-smaltimento costante dello stock di inquinante da parte 

dell’ambiente. Non è detto che questa sia la formulazione più giusta in quanto, la crescita di 

tale stock, potrebbe comportare maggiori difficoltà da parte del sistema naturale di 

abbattere in parte lo stock e quindi potrebbe verificarsi che tale tasso sia decrescente. La 

questione è stata affrontata da alcuni autori (Perman-Ma-Common-Maddison-McGilvray, 

2011, pag.158 e 549) che hanno elaborato  alcune ipotesi per le quali il tasso di auto-

smaltimento potrebbe essere decrescente, ma non ne hanno dato una formulazione 

matematica specifica. Per esempio, la crescita dello stock di inquinante potrebbe 

comportare maggiori difficoltà nel processo naturale chimico-fisico di auto-smaltimento, 

oppure ragionando in termini di capacità di carico da parte dell’ambiente, il raggiungimento 

di tale valore ridurrebbe a zero le capacità naturali di riduzione dello stock. Vediamo come è 

possibile dare una struttura  matematica a tali ipotesi. Nel primo caso il coefficiente di auto-

smaltimento (qui si utilizzano gli stessi simboli che abbiamo utilizzato fino ad ora) viene 

diminuito di un termine esponenziale che tiene conto dello stock accumulato fino ad un 

certo momento. Noi abbiamo utilizzato   per indicare tale coefficiente. La nuova 

formulazione che tiene conto dello stock accumulato potrebbe essere data da: 
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(3.9) 

      

dove ora    viene diminuito di un termine esponenziale che tiene conto dello stock 

accumulato P e di un coefficiente q che indica la sensibilità di    a P. E’ evidente come la 

crescita dello stock di inquinante agisce in modo negativo sul coefficiente base di auto-

smaltimento e la cui intensità dipende dal coefficiente di sensibilità q. Quanto più un 

ambiente è inquinato, quanto minori sono le sue capacità di auto-smaltimento. L’ipotesi è 

perfettamente plausibile. Se invece facciamo l’ipotesi, tecnicamente un po’ diversa ma nella 

sostanza assai simile, che l’ambiente abbia una capacità di carico oltre la quale le capacità  di 

auto-smaltimento si riducono a zero, possiamo formulare matematicamente tale ipotesi  nel 

seguente modo: 

(3.10) 

    
 

 
  

dove P è ancora lo stock di inquinante e X, come nei modelli precedenti, è la capacità di 

carico. Quando si verifica P = X , allora la capacità di auto-smaltimento dell’ambiente si 

azzera. La nuova formulazione della terza equazione dinamica del sistema finale (3.8.19) 

assume le seguenti alternative configurazioni. In base alla (3.9) abbiamo: 

(3.11) 

  

  
          

 
 
              

In base alla (3.10) abbiamo: 

(3.12) 

  

  
          

 
 
        

 

 
      

Il secondo termine sulla destra di ambedue le equazioni, rappresenta la capacità di auto-

smaltimento da parte del sistema naturale. Risulta evidente come, nella (3.12), la crescita di 

P comporti l’azzeramento di tale capacità quando P = X. (Non si prende in considerazione 

l’ipotesi che P > X , in quanto occorrerebbe fare una valutazione particolare sulla dinamica 

dello stock di inquinante, dato che il termine diventerebbe positivo). Dalla (3.11) si può 

invece rilevare che l’aumento dello stock di inquinante non comporta l’azzeramento della 

capacità di auto-smaltimento ma una sua continua diminuzione. Tuttavia, le nuove due 

possibili formulazioni dell’equazione dinamica dello stock di inquinante, complicano 

maggiormente la dinamica dell’intero sistema anche se le ipotesi su cui si fondano sono, 

probabilmente, più realistiche rispetto all’ipotesi di un coefficiente costante. Comunque, per 

analizzare gli effetti di questa nuova duplice formulazione del tasso di auto-smaltimento, 
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abbiamo effettuato una simulazione numerica sul modello 3 cambiando leggermente i 

coefficienti numerici. Essi sono dati da : 

                                       

Utilizzando la (3.9) i punti di equilibrio sono dati da: 

(3.13) 

                                                         

Lo Jacobiano valutato al punto di equilibrio nullo, fornisce i seguenti autovalori: 

(3.14) 

                  

La presenza di autovalori positivi e negativi rende il sistema instabile. Lo jacobiano valutato 

al secondo punto di equilibrio, ha i seguenti autovalori: 

(3.15) 

                                          

Un autovalore è negativo e gli atri due sono complessi e coniugati ma con parte reale 

negativa. Il sistema è localmente stabile. Non vi sono differenze nella dinamica rispetto 

all’originale modello 3. Solo che ora, l’accertamento della stabilità può essere fatto solo a 

livello locale data la non-linearità del modello. Se invece utilizziamo la (3.10) con la capacità 

di carico X = 100, ora abbiamo tre punti di equilibrio: 

(3.16) 

                                            

                                    

Lo jacobiano al punto di equilibrio nullo ha i seguenti autovalori: 

(3.17) 

                  

e il sistema è instabile. 

Lo Jacobiano al secondo punto di equilibrio ha autovalori: 

(3.18) 

                       

e il sistema presenta ancora una dinamica instabile. 
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Valutato invece al terzo punto di equilibrio, lo Jacobiano ha ora i seguenti autovalori: 

(3.19) 

                                          

Ora abbiamo un autovalore reale e negativo e due autovalori complessi  con parte reale 

negativa. Il sistema è  localmente stabile. Da questa analisi conclusiva, è possibile rilevare 

come considerare il coefficiente di auto-smaltimento variabile e decrescente o nel valore 

assoluto di P o nel rapporto P/X , la dinamica del sistema, almeno localmente, non cambia se 

confrontata in presenza di un coefficiente costante. Comunque, noi abbiamo verificato tale 

corrispondenza delle dinamica solo sul modello 3. Una analisi completa dovrebbe essere 

effettuata sul modello generale finale, per il quale abbiamo verificato la notevole 

complessità anche nella versione con coefficiente di auto-smaltimento costante. Non 

crediamo comunque che la dinamica del sistema ne risulti modificata almeno sul piano 

qualitativo. 
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Note 

¹ Un’ampia rassegna in merito si trova in Shone, cit. pag. 156 e seg., dove il metodo di soluzione viene 

applicato a numerosi esempi numerici. 

² Le soluzioni bang-bang sono tipiche dei problemi di controllo ottimale quando l’Hamiltoniano è 

lineare nella variabile di controllo e non permette la soluzione dell’equazione algebrica. Ciò comporta 

non avere una soluzione interna per tale variabile, ma tale soluzione deve essere agli estremi del 

campo di variazione della variabile di controllo stessa. Si veda una esauriente trattazione in Chiang, 

1992 cit. pag. 173 e seg. 

³ Si veda l’esempio 4.5 in Brock-Malliaris, cit. pag. 69-70, dove a fronte di un autovalore negativo e 

due uguali a zero, vi è solo un autovettore, linearmente indipendente invece di due, ed il sistema è 

instabile nonostante la presenza di un autovalore negativo.    
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                                                                                                           Capitolo4  

                                                                        Tecnologie backstop ed inquinamento  

4.1 Aspetti generali del modello base e sue varianti 

Si intende per tecnologia backstop, una tecnologia in grado di produrre una risorsa 

sostitutiva di un’altra risorsa che deve essere estratta dalla terra, risorsa che è non 

rinnovabile e che esiste in quantità finita e, nel nostro ambito, produce inquinamento 

quando viene consumata nel processo di produzione. La risorsa sostitutiva prodotta con la 

tecnologia backstop non produce, invece, inquinamento, e si considera già presente e 

disponibile. Nell’analisi condotta da Dasgupta e Heal, (Dasgupta e Heal,  1979, pag. 190 e 

seg.) la questione dell’inquinamento non viene analizzata, e l’analisi viene condotta sulla 

base del confronto dei costi tradizionali senza tenere conto del costo aggiuntivo che lo stock 

di inquinante comporta in quanto dà origine a esternalità negative di cui occorre tenere 

conto quando si raffrontino le economicità dei costi delle due tecnologie di produzione. Noi 

introduciamo lo stock di inquinante accumulato come elemento aggiuntivo di costo alla 

produzione effettuata con la risorsa estratta dal terreno. Inoltre, si presentano due tipi di 

trade-off nell’estrazione ed utilizzo della risorsa: il primo riguarda il fatto che una maggior 

estrazione oggi significa minor disponibilità per le generazioni future, ed il secondo che una 

maggior estrazione ed utilizzo produttivo significa maggior output ma anche maggiori 

emissioni ed accumulo di stock di inquinante. Questo modo di trattare gli effetti negativi 

dello stock di inquinante differisce da come il problema è stato affrontato nei capitoli 

precedenti. Fino ad ora, infatti, tale stock esplicava i suoi effetti negativi andando ad 

abbattere l’output complessivo, mentre qui opera attraverso un aumento dei costi di 

produzione con la tecnologia tradizionale, non in modo diretto, ma considerando 

l’assorbimento di risorse che l’attività di abbattimento successivamente comporta. I due 

approcci non sono poi così dissimili. In qualche modo possono essere considerati le due 

facce di una stessa medaglia.  Tale metodo nel procedere nell’analisi modifica le condizioni, 

soprattutto da un punto di vista temporale, della convenienza al passaggio alla tecnologia 

backstop. Considerare questo elemento aggiuntivo, comporta che la società, nel suo 

complesso, debba sostenere un costo totale che è superiore al costo privato di produzione e, 

di questo, non si può non tenerne conto anche ai puri fini del solo calcolo economico di 

convenienza, anche non volendo considerare gli effetti negativi più generali che uno stock di 

inquinante eccessivo comporta. Ciò che è importante ai fini del calcolo del costo 

complessivo, e quindi della economicità a produrre con una tecnologia piuttosto che con 

un’altra, non è tanto chi sopporta l’onere aggiuntivo del costo di abbattimento, quanto il 

fatto che esso deve essere comunque sostenuto da qualcuno che può benissimo essere il 

Governo. Il significato di tutto ciò è che la società sopporta, nel suo complesso, un costo 

totale che è superiore al costo sostenuto dalle imprese che producono utilizzando una 

risorsa che genera inquinamento. In sostanza, produrre con quella tecnologia, significa dover 

impiegare risorse complessive superiori a quelle utilizzate nel puro processo produttivo dalle 
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imprese il cui costo totale effettivo è dunque chiaramente superiore a quello sostenuto dalle 

singole imprese. La presenza della tecnologia backstop pone, comunque, un limite alla 

crescita del prezzo della risorsa usata dalla tecnologia tradizionale, risorsa che, come 

abbiamo detto, consideriamo non rinnovabile e con uno stock finito ed esauribile. Infatti 

“Suppose that we are currently using some non-renewable resources for a particular 

purpose – perhaps for energy production. It may well be the case that another resource 

exists that can substitute entirely for the resource we are considering, but may not be used 

at present because its cost is relatively high. Such a resource is known as a backstop 

technology. For example, renewable power sources such as wind energy are backstop 

alternatives to fossil-fuel-based energy. The existence of a backstop technology will set an 

upper limit on the level to which the price of a resource can go. If the cost of the ‘original 

resource were to exceed the backstop cost, users would switch to the backstop. So even 

though renewable power is probably not currently economically viable, at least not on large 

scale, it would become so at some fossil-fuel cost, and so the existence of a backstop will 

lead to a price ceiling for the original resource” (Perman, Ma, Common, Maddison, 

McGilvray, cit. pag. 502-503). Iniziamo ora con la formulazione base di Dasgupta e Heal, che 

è  la seguente: 

(4.1)                                                                 

      
      

dove :         b1 = costo di estrazione della risorsa dal terreno. 

                    p0 =  prezzo iniziale di una unità della risorsa non estratta nel terreno. 

                    r = tasso di interesse. 

                    b2 =  costo del bene prodotto con la tecnologia backstop. 

                       
  = valore della royalty al tempo t di una unità di risorsa nel terreno secondo     

                                 la regola di Hotelling. 

Il lato sinistro della suddetta equazione rappresenta allora il costo di una unità della risorsa 

dopo l’estrazione, ed è dato dalla royalty più il costo di estrazione. Sulla base di questa 

semplice formula è facile calcolare il momento t nel quale il costo dopo l’estrazione della 

risorsa  eguaglia il costo di una unità della risorsa prodotta con la tecnologia  backstop. Esso 

è dato da: 

(4.2)                                                                 

  
    

     

  
 

 
 

Ad esempio, con valori di  b1 = 5, p0 = 3, b2 = 10,  r = 0.05, il valore di t per cui in due prezzi si 

eguagliano è dato da  t = 10.216. Ovviamente deve aversi b2 > b1 altrimenti la tecnologia 
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backstop sarebbe subito più vantaggiosa della tecnologia tradizionale anche senza dover 

considerare nella comparazione fra le due tecnologie  il valore della royalty. Le derivate di 

statica comparata sono immediate e intuitive. Occorre rilevare però come il valore iniziale di 

p0 sia in stretta relazione con il valore di S0 che è la quantità totale dello stock iniziale della 

risorsa. Più elevato è tale valore, minore sarà il valore iniziale della royalty e, di conseguenza, 

più alto sarà il valore di t a parità del valore degli altri parametri. E’ evidente come la 

tecnologia backstop, pur essendo disponibile sul mercato, non venga utilizzata fino a che la 

vecchia tecnologia ha un costo inferiore a b2. Questa è l’analisi tradizionale, che però non 

tiene conto del fatto che, se la risorsa estratta genera inquinamento quando consumata nel 

processo di produzione, il costo totale dovrebbe anche tenere conto dei costi sociali che tale 

inquinamento andrà a generare. Su questo abbiamo già dato una spiegazione sopra. 

Potremmo definire tali costi come il costo dell’intervento che il Governo dovrà sostenere per 

abbattere tale stock di inquinante generato dal consumo della risorsa nel processo 

produttivo. Ma anche se fossero le imprese stesse che inquinano a dover sostenere i costi di 

abbattimento, il costo totale sarebbe superiore in quanto aumenterebbe il costo privato 

complessivo. Noi adottiamo una formulazione in cui è presente un fattore esponenziale che 

va ad aumentare il costo complessivo della risorsa estratta e che riflette gli effetti 

dell’inquinamento, fattore che non agisce nel momento della estrazione, ma nel momento 

dell’utilizzo della risorsa nel processo produttivo, in quanto è l’utilizzo in tale processo che 

crea emissione di sostanze inquinanti e non la semplice estrazione in quanto tale. Noi 

consideriamo, infatti, a differenza di altri tipi di approccio, che la risorsa non è consumata in 

quanto tale, ma viene impiegata in un processo produttivo per produrre un qualche bene sia 

esso di consumo o di qualche altro genere. In tal modo si considera che essa sia una risorsa 

essenziale alla produzione insieme al capitale riproducibile e alla forza-lavoro. In tal caso, la 

funzione di produzione del tipo Y = F(K,L,S) dove S è la risorsa estratta, è uguale a zero 

quando S = 0. Quando la risorsa è essenziale, vi possono essere rigidi rapporti fra inputs nella 

funzione di produzione che assume, negli isoquanti, la forma ad angolo retto tipica di una 

tecnologia alla Leontief, oppure vi può essere una moderata sostituibilità fra il capitale 

prodotto e la risorsa stessa con bassa elasticità di sostituzione. Questo dipende dalla 

particolare specificità tecnica di ogni singolo processo produttivo che usa la risorsa,in questo 

caso, non rinnovabile. E’ evidente, comunque, che se la funzione di produzione è di tipo 

additivo, la risorsa non è essenziale. L’output prodotto è minore in assenza della risorsa, ma 

sempre positivo se sono positivi gli altri fattori della produzione. In presenza di una funzione 

di produzione di tipo Cobb-Douglas, S = 0 implica che anche Y = 0. In una funzione CES 

(constant elasticity substitution) tutti gli inputs sono essenziali se l’esponente degli stessi 

inputs è positivo, mentre nessuno è essenziale se tale esponente è negativo1. Fatta questa 

precisazione, la formulazione è data da: 

(4.3)                                                                 
            

I simboli hanno il significato visto in precedenza con in più: 

P = stock di inquinante. 
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z = coefficiente di influenza di P sul costo totale della risorsa estratta, al momento del suo 

utilizzo nel  processo produttivo. Di fatto, z rappresenta la sensibilità del  costo di produzione 

ad  aumentare in virtù della presenza di uno stock di inquinante, che richiede un intervento 

in abbattimento. Anche qui occorre fare alcune assunzioni sulle unità di misura. E’ chiaro 

come b1 , b2 , p0  sono valori monetari. Allora non si può considerare P in una qualche misura 

di natura fisica, ma occorre convertirlo in unità monetarie anche se tale trasformazione non 

si presenta per niente agevole. Allora si potrebbe considerare P come il valore monetario di 

un certo indice rappresentativo dello stock totale di inquinamento in unità fisiche. 

Potremmo considerare P come il costo totale di abbattimento da parte del Governo e, 

quindi, considerare z come un coefficiente aumentativo unitario, dovuto all’inquinamento, 

del costo di impiego di una unità di risorsa che, a sua volta, comporta un intervento di 

abbattimento per ogni unità estratta e impiegata.  Allora un valore maggiore di P è il riflesso 

di un maggior stock di inquinamento in termini di costi di abbattimento, e un valore 

maggiore di z implica un valore maggiore del costo di abbattimento unitario. Tornando ora 

alla equazione precedente, il lato sinistro rappresenta il costo sociale complessivo generato 

da una unità di risorsa estratta impiegata nel processo di produzione e che genera 

inquinamento. Di fatto esso rappresenta il costo totale di una unità della risorsa estratta 

quando si tenga conto che il suo utilizzo nel processo produttivo genera inquinamento che 

richiede un intervento in abbattimento.  In questo ambito, ciò che è importante, non è chi 

sostiene il costo dell’abbattimento dello stock di inquinante, ma il fatto che esso deve essere 

comunque sostenuto. Dalla equazione precedente è possibile derivare il valore di P per il 

quale i due costi si equivalgono. Esso è dato da: 

(4.4)                                                              

  
   

  

         

 
 

Inserendo gli stessi valori numerici adottati in precedenza, con in più z = 0.006, otteniamo: 

(4.5)                                                             

          
  

         
 

E’ possibile rappresentare graficamente P(t): 
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Dal momento che sulle ordinate abbiamo il valore di P, è chiaro come più elevato è P, 

quanto minore è il tempo necessario perché la tecnologia backstop diventi economicamente 

più vantaggiosa. Per esempio con P = 37.191 la tecnologia backstop diventa subito 

vantaggiosa in t = 0.  Il concetto può anche essere espresso in modo diverso: l’aumento di t, 

fa aumentare l’ammontare di risorsa estratta e quindi diminuire le riserve. Ciò comporta un 

aumento della royalty e quindi del costo privato complessivo; di conseguenza, è necessario 

un minor stock di inquinante per rendere vantaggiosa la tecnologia backstop. La derivata di P 

rispetto a t è ovviamente negativa. Infatti: 

(4.6)                                                   
  

  
  

          

           
   

e nella sua forma generale è data da: 

(4.7)                                                           
  

  
  

    
  

           
   

Sviluppiamo ancora il modello, considerando che il costo di estrazione della risorsa con la 
vecchia tecnologia non sia fisso ma cresca in base ad un saggio s che riflette, per esempio, 
l’aumento dei costi dovuto al dover scavare in maggiore profondità per l’estrazione della 
risorsa, anche se un certo progresso tecnico potrebbe in parte migliorare la vecchia 
tecnologia e quindi attenuare il valore di s. Per il momento si continua a considerare fisso il 
costo di produzione  della tecnologia backstop. Allora la nuova formulazione del problema si 
presenta come segue: 
 
(4.8)                                                            

    
      

              

La nuova soluzione per P è ora data da: 

(4.9)                          

  
   

  

            

 
 

  

Con i valori numerici dei parametri utilizzati anche in precedenza e in più s = 0.01 otteniamo 

il valore per P per il quale i due costi complessivi sono uguali: 

 
(4.10)                                                   
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Se rappresentiamo graficamente questa equazione insieme con quella dove il costo di 

estrazione della risorsa è fisso, possiamo meglio apprezzare come il considerare un costo di 

estrazione crescente abbrevia il raggiungimento del tempo in cui la produzione con 

tecnologia backstop diventa conveniente economicamente: 

 
Considerando ancora che sull’asse delle ordinate abbiamo il valore di P, la linea verde 

rappresenta il caso in cui i costi di estrazione  della risorsa sono crescenti, mentre quella 

rossa quando sono fissi. Come è facilmente osservabile la retta verde taglia l’asse del tempo 

prima di quella rossa, e quindi nel caso di costi crescenti il passaggio alla tecnologia backstop 

avviene prima a parità di livello dello stock di inquinante, e la differenza temporale è data 

dalla distanza orizzontale fra le due rette. La questione è facilmente comprensibile anche a 

livello semplicemente intuitivo, e può essere vista anche in modo speculare. Infatti, 

prendendo un certo istante sull’asse del tempo, il livello di P necessario perché la tecnologia 

backstop diventi più vantaggiosa, è minore in caso di costi crescenti di estrazione della 

risorsa. La distanza verticale fra le due rette in relazione a tale istante di tempo, è la misura 

della differenza fra i livelli di P ai quali i costi delle due tecnologie si equivalgono. Tale 

differenza aumenta man mano che ci si sposta sulla destra sull’asse del tempo. Quando i 

costi di estrazione sono crescenti, basta un minor livello di P per far diventare la tecnologia 

backstop più vantaggiosa. E’evidente comunque che non possa aversi un livello di P 

negativo. Il grafico deve essere considerato solo nel quadrante positivo. Un’altra  

implementazione del modello considera che i costi della tecnologia backstop siano in parte 

fissi e in parte variabili e decrescenti. Ciò è dovuto al fatto che i continui investimenti in 

ricerca e sviluppo (da ora in avanti R&D) in questo settore, comportano una graduale 

diminuzione della componente variabile del costo di produzione. Considerando g il saggio al 

quale tale componente variabile bv diminuisce esponenzialmente, abbiamo ora la seguente 

configurazione finale del problema: 

(4.11)                                                 
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La parte destra dell’equazione rappresenta ora il costo composto da una parte che è fissa e 

riflette i costi fissi e l’altra riflette il fatto che la componente variabile è decrescente. La 

nuova soluzione per P è ora data da: 

(4.12)  

  
   

      
   

            

 
 

Considerando ora per la parte sinistra dell’equazione gli stessi valori numerici adottati 

precedentemente, mentre per la parte destra si hanno b2 = 8,  bv = 2,  g = 0.02 la soluzione 

per P in termini numerici è ora la seguente: 

(4.13)                                             

           
            

               
 

Senza ricorrere ad una nuova rappresentazione grafica, risulta evidente che solo in t = 0 

abbiamo lo stesso numeratore della precedente espressione con il costo di produzione della 

tecnologia backstop completamente fisso. Per ogni valore di t > 0 il livello di P necessario per 

far sì che la tecnologia backstop sia economicamente vantaggiosa rispetto alla vecchia 

tecnologia di estrazione della risorsa, diminuisce. Questo significa che il tempo del passaggio 

alla nuova tecnologia che produce il bene sostituto della risorsa estratta viene anticipato, 

dato il costo complessivo decrescente della produzione della risorsa con la tecnologia 

backstop. Ovviamente esistono molti fattori che possono accelerare o ritardare il passaggio 

dalla produzione con la risorsa estratta alla produzione con la risorsa prodotta con la 

tecnologia backstop: 

1) La disponibilità di un ampio stock di risorsa iniziale e la eventuale scoperta di 

nuove riserve, può diminuire in misura considerevole il costo di estrazione e il 

valore della royalty, ritardando di molto il momento in cui la tecnologia backstop 

diventerà economicamente vantaggiosa, anche considerando il fattore di crescita 

esponenziale dovuto all’accumularsi dello stock di inquinante in conseguenza 

dell’utilizzo della risorsa estratta nel processo di produzione. Questo fatto 

potrebbe scoraggiare nuovi investimenti nel settore delle tecnologie backstop  

che, secondo le nostre ipotesi, sono tecnologie ‘environmental friendly’, in 

quanto la loro economicità sarebbe di molto differita nel tempo. Seguendo 

Dasgupta e Heal, esiste un livello dello stock iniziale di risorsa S*, tale che,  se lo 

stock effettivo supera tale livello, nessuna attività di R&D, x*, sarà intrapresa fino 

a che tale stock effettivo scenderà sotto il livello S*. ”It also easy to check that x*= 

0 if S0 exceeds a finite size S. That is, there exists a level of stock, S*, such that if 

the initial stock exceeds this level no R and D expenditure ought  to be 

undertaken. This does not mean that R and D expenditure ought never to be 

undertaken! It means simply that the research programme ought to be initiated 
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only when the stock declines to the level S*. All this is congenial to common 

sense. If an economy is well-endowed with natural resources there is no point in 

its initiating research programmes designed to produce substitute products. It is 

better simply to wait until the need for substitutes is sufficiently high” (Dasgupta 

e Heal, cit. pag.184). Tutto ciò è perfettamente in linea sul piano teorico con la 

teoria prevalente. Nessuno intraprende un’attività di ricerca per trovare un 

sostituto quando la risorsa attualmente utilizzata nel processo produttivo esiste 

in grande abbondanza. Tuttavia, se noi consideriamo l’accumulo di stock di 

inquinante che l’utilizzo della risorsa nel processo produttivo comporta, il rischio 

che un accumulo troppo elevato di tale stock  comporti effetti irreversibili non 

solo per il sistema economico  ma anche a un livello più generale, potrebbe 

sortire l’effetto opposto incrementando, soprattutto da parte del Governo, gli 

investimenti in R&D per migliorare le tecnologie backstop esistenti ed accelerare 

il momento in cui tali nuove tecnologie diventeranno convenienti. L’effetto 

incrociato di investimenti per migliorare le tecnologie estrattive della risorsa e 

per cercare di scoprire nuovi giacimenti, con gli investimenti in tecnologie 

backstop dà luogo a una serie di effetti complessi che comportano una dinamica 

dei due costi difficilmente prevedibile, e quindi una incertezza molto elevata 

riguardo il momento in cui vi sarà un cambio nella vantaggiosità delle due 

tecnologie. Tuttavia la disponibilità immediata di tecnologie backstop e ampi 

investimenti da parte del Governo in R&D per migliorare le tecnologie in energie 

rinnovabili, potrebbe avere notevoli riflessi non solo sulla attività estrattiva 

attuale, ma anche sugli sforzi e investimenti da parte dei privati per scoprire 

nuove riserve della risorsa. Infatti, la consapevolezza da parte dei privati della 

immediata disponibilità di tecnologie backstop e di cospicui investimenti da parte 

del settore pubblico in R&D, potrebbe diminuire l’attività suddetta nelle due 

direzioni. Questi problemi sono stati ampiamente analizzati,  ad esempio nel caso 

del petrolio, in un lavoro del 2006 da parte di Bertram: “In general, having a 

backstop technology for oil implies that energy is less scarce in the economy over 

the whole planning horizon. As a consequence, opportunity costs of oil resources 

‘in situ’ decrease when a backstop resource becomes available. More energy is 

produced at lower cost in each time period, which raises (discounted) social 

benefits from energy consumption. Cumulative oil extraction and exploration are 

lower than without the substitute. (Bertram, 2006, pag .21). E ancora ”The impact 

of renewable energy technology on oil exploration is even larger than that on 

extraction. Since the availability of the renewable energy reduces the scarcity 

rent of proven oil riserve and, thus, the benefits of enhancing the reserve base, 

the incentives to discover new oil fields decline” (Bertram, cit. pag. 22). Se la 

presenza di tecnologie backstop e di investimenti in R&D fa diminuire la rendita 

da scarsità (la royalty della risorsa inestratta nel terreno), allora anche la regola di 

Hotelling deve essere formulata differentemente per tenere conto non solo dello 

stock di riserve della risorsa tradizionale, ma anche del livello degli investimenti in 
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R&D e delle tecnologie alternative disponibili. La dinamica della royalty dovrebbe 

essere allora così formulata (qui utilizziamo X invece di x*), e la dinamica è posta 

in termini di tasso di variazione della royalty:  

(4.14)                                            

  

  
                

 

La  prima espressione fra parentesi riflette l’aumento della royalty dovuto alla 

diminuzione delle riserve per via della estrazione della risorsa. Il saggio di 

accrescimento aumenta quando le riserve diminuiscono. Considerando r1 un 

dato, r0 anch’esso un dato che rappresenta il tasso massimo di accrescimento 

quando la consistenza dello stock è zero (ipotesi limite), il valore della royalty 

aumenta con la diminuzione della consistenza delle riserve. Il secondo termine 

rappresenta invece lo smorzamento sulla rendita di scarsità dovuto alla presenza 

di tecnologie backstop e investimenti in R&D da parte del settore pubblico, X, con 

r2 costante. Quale dei due effetti prevalga, almeno nel lungo periodo, non è 

questione di facile determinazione. La soluzione alla suddetta equazione 

differenziale è data da: 

 

(4.15)                                                         

        
              

 

L’interpretazione della soluzione conferma quanto appena detto sopra. 

L’esponente è un complesso intreccio di coefficienti e parametri, dal quale 

dipende l’aumento o la diminuzione della royalty. Valori elevati di S e X 

comportano incrementi modesti nella royalty, ma potrebbero anche comportare 

una diminuzione se X fosse talmente elevato da più che compensare l’aumento 

dovuto alla diminuzione di S per via dell’attività estrattiva. L’argomento potrebbe 

essere analizzato più approfonditamente, se sia S che X fossero considerati non 

parametri del sistema esogenamente dati, ma anch’essi variabili  aventi una loro 

dinamica e, in più, se si considerasse anche una semplice equazione dinamica del 

livello dello stock di inquinante che, in questo modello, si considera la sola 

determinante degli investimenti in R&D. Non si considera la dinamica 

dell’abbattimento e del reddito. Il sistema, lineare per facilitarne la soluzione 

almeno in una simulazione numerica, risulta così composto da quattro semplici 

equazioni differenziali: 

(4.16) 
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La prima equazione è stata impostata in modo un po’ diverso dalla precedente 

espressione per renderla lineare dal momento che ora S e X sono anch’esse variabili 

del sistema. I simboli  hanno il seguente significato: 

r0 = tasso base massimo di aumento della royalty. 

r1 = coefficiente di variazione della royalty dovuto alla diminuzione dello stock della 

risorsa. 

r2 =  coefficiente di variazione della royalty dovuto alla attività di R&D del Governo. 

R = tasso di estrazione della risorsa 

h1, h2 = rispettivamente coefficiente di intensità di R&D dovuto allo stock di 

inquinante e al tasso di crescita dello stock stesso. 

a1, a2 = rispettivamente tasso di crescita dello stock di inquinante dovuto all’attività 

produttiva e di consumo e tasso di  auto-smaltimento da parte dell’ambiente. 

La soluzione del suddetto sistema è possibile anche in forma chiusa dato che esso è 

lineare, ma non è facilmente interpretabile dato che è molto ingombrante e di 

difficile lettura. Una sua simulazione in termini numerici, puramente ipotetici, rende 

più facilmente leggibile tale soluzione. Adottiamo i seguenti valori dei coefficienti, e 

delle condizioni iniziali sulle variabili: 

r0 = 0.08,  r1 = 0.002,  r2 = 0.003,  R=0.06,  h1 = 0.03,  h2 = 0.01,  a1 = 0.05,  a2 = 0.04,  p0 

= 2,  S0 = 100,  X0 = 50,  P0 = 60 

La soluzione del sistema allora si semplifica di molto.  

Essa è data da: 

             (4.17)       
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Con questi dati è interessante dare anche una rappresentazione grafica della 

dinamica di p(t), il valore della royalty: 

 

Ovviamente, essendo p(t) sull’asse delle ordinate, il valore della royalty non può 

scendere sotto zero e, per     (esattamente per t = 7.95165), tale valore si riduce a 

zero. Tuttavia, ad una attenta analisi, se il tasso di auto-smaltimento supera il tasso di 

emissioni di inquinante, il sistema cambia dinamica, in quanto P tende a zero, X tende 

a zero in quanto si  è supposto che l’esistenza di uno stock di inquinante è l’unica 

determinante degli investimenti in R&D (non si considerano investimenti in R&D 

negativi), ed anche p cambia il ritmo della sua evoluzione dinamica. Occorre anche 

notare che per il valore di t = 7.95165, lo stock di riserve della risorsa pur essendo 

ancora ampiamente positivo in quanto dato da S = 62.0581, è diminuito di oltre un 

terzo, e questo, in base alla teoria prevalente, avrebbe dovuto far avvicinare il valore 

della royalty verso il suo valore base massimo, mentre invece esso cade a zero. In 

base alle premesse su cui è costruito il sistema che costituisce il modello, ciò non 

deve sorprendere in quanto è la presenza di investimenti in R&D da parte del 

Governo che fa cadere il livello della royalty, che in questo modello è stata definita 

rendita di scarsità. Il valore della royalty diminuisce perché l’effetto investimenti in 

R&D più che compensa la crescita dovuta alla diminuzione delle riserve. Chiudendo 

su questa questione citiamo ancora Bertram “The price of energy is always lower in 

the backstop scenarios  due to the reduction of the scarcity rent and of marginal 

renewable energy cost (...) his has important policy implications in view of the 

currently high oil prices and reduced governmental spending on renewable energy 

R&D. In order to hold the price path almost constant over time, public and private 

research expenditures should grow in the near term” (Bertram cit. pag.24). Dato che 

il sistema è comunque lineare, si può calcolarne lo Jacobiano per fare una analisi 

generale del tipo di dinamica. Esso è dato da: 
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 (4.18)      
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I cui autovalori sono dati da: 

(4.19)              

             

E’ evidente come la dinamica del sistema dipenda dal quarto autovalore in quanto il 
terzo è chiaramente minore di zero. Ancora una volta la linearità del sistema e la 
costanza dei coefficienti, impone una certa cautela nella valutazione della dinamica 
del sistema quando siamo in presenza di alcuni autovalori zero. Comunque, 
continuando ancora a fare l’ipotesi che il tasso di emissione di inquinante sia 
maggiore del tasso di auto-smaltimento da parte del sistema ambiente, il quarto 
autovalore è positivo e questo è sufficiente ad accertare l’instabilità del sistema. Se 
impostiamo invece la prima equazione come in origine, e la terza anch’essa in termini 
di saggio di variazione per uniformarla nella struttura alle altre, il sistema diventa: 
 
(4.20) 
 

  

  
               

  

  
     

  

  
         

  

  
    

 
  

  
          

Per linearizzare il sistema, inseriamo nella terza equazione sul lato destro, al posto 
della derivata in P, la quarta equazione che definisce la dinamica dello stock di 
inquinante ed otteniamo il seguente Jacobiano: 
 
(4.21)     
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i cui autovalori sono dati da: 
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(4.22) 
                                      

 
 
Senza bisogno di ricorrere al calcolo dei punti di equilibrio, è evidente come il quarto    
autovalore sia positivo se a1 > a2 ovvero se il tasso di crescita dello stock di inquinante 
supera le sue capacità di auto-smaltimento. Valgono quindi le stesse considerazioni 
fatte già  in altre situazioni. Il sistema è instabile anche senza conoscere il segno degli 
altri autovalori come abbiamo già visto, anche se non può essere applicato il teorema 
di Hartman-Grobman  nel caso in cui alcuni autovalori fossero zero. 
 

2)  Le decisioni del Governo, anche sul piano legislativo, rivestono un ruolo cruciale. 
Una               certa struttura di un sistema di divieti, incentivi e disincentivi, o di 
interventi diretti che ritengo più efficaci e controllabili rispetto a strumenti 
indiretti, potrebbe modificare in modo radicale il sistema del raffronto delle 
rispettive vantaggiosità sul piano della sola stretta economicità, quando il rischio 
di una irreversibilità dei danni causati dall’eccessiva accumulazione dello stock di 
inquinante diventi molto elevato. L’analisi sul piano dei puri parametri economici 
si rivela dunque insufficiente, quando la tutela e la preservazione di una certa 
integrità ambientale diventa elemento imprescindibile per una crescita 
sostenibile. Si pensi, ad esempio, alla crescita del costo per il servizio sanitario 
nazionale di un certo paese, quando lo stock di inquinante diventi molto elevato 
tale da avvicinare o superare una certa soglia di tollerabilità, rendendo necessario 
un notevole aggravio di costi per fronteggiare un peggioramento delle condizioni 
di salute della popolazione. Nel lavoro citato di Dasgupta e Heal, si ipotizza anche 
che la tecnologia backstop sia al momento non disponibile, e che il tempo T della 
sua disponibilità sia funzione degli investimenti in R&D. Non credo che la 
questione dello stabilire il momento T sia di facile determinazione, anche se, in 
termini puramente generali, esso può essere abbreviato in base al volume degli 
investimenti in R&D. In un processo di ricerca esistono molti elementi di natura 
aleatoria che possono determinare una accelerazione o un ritardo del momento 
in cui, per quanto riguarda il caso specifico da noi analizzato, la tecnologia 
backstop sarà disponibile. Comunque potremmo, almeno in linea molto generale, 
definire una funzione, in cui il tempo T dipenda e dagli investimenti in R&D e dallo 
stock iniziale della risorsa disponibile. La funzione, con i simboli che hanno il 
significato precedentemente definito (con x minuscolo che indica investimenti in 
R&D)  potrebbe essere così formulata: 
 

       (4.23)                                                              

          

In base alle ipotesi precedentemente adottate, i segni delle derivate parziali sono       

immediati: 

                      (4.24)                                                      
  

  
   

  

   
   



 

143 
 

Tuttavia questo modo di scrivere la funzione anche se in termini molto generali, non 

può essere soddisfacente in base all’approccio da noi seguito nell’analisi delle 

tecnologie backstop. La ragione è che tale funzione non tiene conto del fatto che 

l’accumulo di stock di inquinante gioca un ruolo determinante negli investimenti in 

R&D perlomeno da parte del Governo, indipendentemente dalla quantità di riserve 

della risorsa esistenti e in base ai rischi che l’eccessivo accumulo dello stock di 

inquinante può condurre ad una situazione di grave irreversibilità e alla inconsistenza 

di un valore d’opzione. La funzione, tenendo conto di questo ulteriore elemento, 

dovrebbe essere allora posta nella seguente forma: 

(4.25)                                               

              
  

  
          

  

  
   

Il primo e il secondo elemento fra parentesi sul lato destro rappresentano, 

rispettivamente, gli investimenti in R&D da parte dei privati in rapporto alla 

consistenza iniziale delle scorte della risorsa, con x’(S0) < 0, e  alla variazione di tali 

scorte; il terzo e il quarto  elemento rappresentano invece gli investimenti in R&D in 

funzione dello stock cumulato di inquinante e in base al tasso di crescita di tale stock. 

Gli ultimi due tipi di investimento, definiti da y e y1, si considerano effettuati dal 

Governo, mentre i primi due elementi identificano, come già detto, gli investimenti 

effettuati dai privati.  Molto probabilmente, se la consistenza iniziale della risorsa è 

elevata, avremo per un certo periodo di tempo, la cui lunghezza dipende dal ritmo di 

estrazione della risorsa, che x(dS/dt) = 0 oppure è positivo ma con un valore 

marginale molto basso.   

Tornando a considerazioni di carattere generale, occorre rilevare che in una economia di 

mercato, come del resto in qualunque sistema economico, esistono certe regole ben 

definite, e in tale tipo di sistema nessuno può essere obbligato ad investire se non trova una 

convenienza economica. Questa è la regola di funzionamento all’interno di una economia di 

tipo capitalistico, al di là di ogni giudizio etico e di merito. Altrimenti, si entra in una diversa 

filosofia ed ottica di ragionamento, ed il discorso diventa completamente diverso, come 

diverse diventano le conclusioni da trarre. Ognuno è libero di fare le proprie valutazioni, sia 

sul piano strettamente economico che su quello etico. Comunque, sul piano delle regole, 

solo l’azione del Governo può essere in grado di modificare in modo radicale tali regole, 

quando ciò sia conforme ad un interesse generale che si sostituisce e diventa preminente 

rispetto ad un interesse puramente privato. Allora il processo di R&D può essere più efficace 

e riduttivo degli elementi di aleatorietà, quando sia un soggetto pubblico in modo 

prevalente a gestire direttamente tale processo od a stabilire rigide regole a carico degli 

operatori privati. 
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4.2 Vincoli sull’estrazione di una risorsa 

Di quest’ultimo aspetto della questione possiamo dare anche una semplice formulazione 

analitica. Supponiamo che il Governo, riconoscendo il rischio grave derivante da un eccessivo 

accumulo di stock di inquinante dovuto al consumo della risorsa estratta nel processo di 

produzione, stabilisca che da un certo momento in poi, debba cessare l’utilizzo della risorsa e 

si possa produrre solo con le nuove tecnologie backstop. Tale provvedimento drastico, può 

essere la conseguenza del considerare insufficienti gli effetti che possono prodursi con 

strumenti quali carbon-tax o permessi negoziabili. Quindi, è molto probabile che coloro che 

possiedono la risorsa da estrarre, vorranno arrivare al momento stabilito dal Governo con 

riserve azzerate dal momento che la risorsa rimasta non estratta nel terreno non avrà più 

nessun valore in quanto non utilizzabile, con il valore della royalty p(T) uguale a zero, 

essendo T il momento dal quale la risorsa non è più utilizzabile. Facciamo l’ipotesi che nel 

momento in cui viene presa tale decisione per legge, la consistenza delle riserve della risorsa 

sia data da S0 e che fino a quel momento il tasso di estrazione sia stato costante nel tempo 

ed uguale a RC. Supponiamo ora che, data la scadenza imposta dal Governo, si voglia 

aumentare il tasso di estrazione, e che tale aumento sia esponenziale nella misura massima 

di v, applicato ora ad un tasso iniziale R0 (da fare attenzione: è il tasso che cresce 

esponenzialmente). L’equazione differenziale che governa la dinamica dello stock di risorsa 

può essere scritta nel seguente modo: 

(4.26)                                                                     
  

  
     

   

Ponendo Il valore iniziale dello stock di risorsa uguale a S0, la soluzione dell’equazione 

differenziale è data da: 

(4.27)                                                             

        
   

  

 
 

  

 
 

Conoscendo il momento t = T in cui dovrà cessare l’estrazione della risorsa per volere del 

Governo e, sapendo che il tasso di aumento esponenziale dell’estrazione della risorsa è nella 

misura massima di v, si può ricavare il valore iniziale di R0. Esso è dato da: 

(4.28)                                                           

   
   

     
 

Inserendo tale valore nella soluzione sopra, otterremo S(t = T) = 0. Infatti, supponendo di 

avere S0 = 50,  v = 0.05, t = T = 10, il valore  iniziale di R0, tasso di estrazione, sarà 3.8537, che 

al tasso di crescita continuo di 0.05 esaurirà lo stock della risorsa a t = T = 10. Questo è ciò 

che le imprese dovrebbero essere in grado di estrarre all’inizio del periodo, considerando 

una crescita esponenziale continua di v = 0.05, per poter esaurire lo stock di riserva della 
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risorsa all’anno 10. Ma non è detto che siano in grado di poterlo fare: lo stato della 

tecnologia può essere tale da non permettere tale livello di estrazione, oppure i costi per 

incrementare il livello di estrazione potrebbero essere talmente elevati da essere più alti 

della perdita finale di valore dovuta alla risorsa rimasta inestratta. Supponiamo, per 

esempio, che all’inizio del periodo le imprese possano estrarre al massimo ad un tasso R0 = 

2.5, che, per ipotesi, è quello costante perseguito fino a quel momento e che, comunque, si 

possa avere un tasso massimo di crescita del tasso di  estrazione di v = 0.05. Allora, alla fine 

del periodo massimo concesso dal Governo per continuare ad esercitare l’attività di 

estrazione, la quantità cumulata di risorsa estratta è data dal seguente integrale: 

(4.29)                                                              

           
     

 

 

 

la cui soluzione è data da: 

(4.30)                                                   

      
    

     

 
 

Con i dati numerici da noi supposti la soluzione del suddetto integrale definito è data da 

S(E)T = 32.436. Alla fine del periodo, lo stock iniziale della risorsa non è esaurito e la quantità 

residua da estrarre è data da S(0)-S(E)T = 50 - 32.436 = 17.564. Non potendo più continuare 

ad estrarre, il valore della royalty della risorsa inestratta è zero. E’ chiaro che per poter 

esaurire tutta la risorsa a T = 10, dovremmo adottare una politica estrattiva, per esempio, di 

R = 5 costante lungo tutti i dieci anni. Se invece partiamo da R = 2.5, ma in presenza di 

possibilità di accrescimento esponenziale di tale tasso, allora occorrerebbe avere v = 

0.12564. Come è possibile vedere, le problematiche sono diverse, ma lo scenario più 

probabile è che la risorsa resti in parte inestratta. Tuttavia potremmo anche formulare 

l’equazione dinamica della variazione dello stock anche in modo un po’ diverso, 

considerando l’estrazione in termini di saggio di variazione piuttosto che come visto sopra. 

Allora, tornando alla situazione dove non esiste un termine perentorio di scadenza per 

l’utilizzo della risorsa, l’equazione differenziale sopra deve essere scritta nel modo seguente: 

(4.31)                                                                      

  

  
     

      

La soluzione è ora diversa: 

(4.32)                              
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Attribuendo alcuni valori numerici alle due soluzioni, è possibile fare una rappresentazione 

grafica di esse:                                     

 

Qui, abbiamo utilizzato i seguenti coefficienti numerici: 

S(0) = 100,  R(0 ) = 0.8 nella prima equazione, R(0) = 0.08 nella seconda equazione, v  = 0.02,  

t = 0..100. La soluzione della prima equazione è rappresentata dalla linea verde, l’altra dalla 

linea rossa. Nella prima formulazione della politica estrattiva la data di esaurimento è una 

data certa, ed è, approssimativamente t = 62.638. Nella seconda, la particolare formulazione 

permette solo di dire che S tende a zero per t tendente a infinito, ma che il ritmo di 

decrescita dello stock della risorsa è più rapido. Approssimativamente intorno a t = 40 lo 

stock della risorsa è ancora positivo, ma praticamente insignificante. Ovviamente, la parte 

della curva verde che scende nel quadrante negativo non ha significato economico  (quella 

rossa non può scendere nel quadrante negativo per qualunque valore di t dal momento che 

si tratta di una iperbole il cui limite è zero). Se ora andassimo ad inserire nell’ultima 

equazione anche un coefficiente che indica il tasso di scoperta di nuove riserve della risorsa, 

tale equazione dovrebbe essere scritta nel modo seguente: 

(4.33)                                                             

  

  
     

           

dove ora v1 indica il tasso al quale avvengono nuove scoperte della risorsa. La soluzione della 

suddetta equazione è data: 

(4.34)                           
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Si fa comunque l’ipotesi che v > v1, ovvero che  il tasso di aumento dell’estrazione sia 

superiore al tasso di scoperta di nuove riserve, in modo che la consistenza complessiva delle 

riserve sia comunque decrescente. L’unico effetto che ha v1 è allora di rallentare il ritmo con 

cui la risorsa si esaurisce. Chiaramente, in presenza di una data fissata per legge oltre la 

quale la risorsa non può essere più estratta, v1 sarà zero specialmente se tale data sarà 

molto vicina. Ma, anche con una sostenuta attività di R&D da parte del Governo, gli 

investimenti da parte dei privati nella ricerca di nuove riserve della risorsa da estrarre 

saranno praticamente insignificanti, soprattutto se si ritiene che il momento in cui le 

tecnologie backstop saranno convenienti economicamente è molto prossimo nel tempo. 

Non intendiamo proseguire oltre con questo tipo di analisi, dal momento che il nostro scopo 

non è lo studio di sentieri ottimali di estrazione ma, dati gli obbiettivi che ci siamo prefissati, 

analizzare gli effetti che si verificano con l’introduzione di variabili ambientali sul più 

generale problema della convenienza economica fra due tecnologie alternative2.  

4.3 Tecnologie backstop e carbon tax (varie configurzioni) 

Tornando ora al nostro problema originale, e procedendo con la nostra analisi, possiamo 

analizzare anche il problema considerando l’imposizione di una carbon-tax, che in questo 

specifico ambito avrebbe lo scopo di accelerare il tempo di passaggio dalla tecnologia 

tradizionale alla tecnologia backstop. L’introduzione di tale tassa opera attraverso un 

aumento del costo complessivo totale (privato più sociale) della produzione con la vecchia 

tecnologia, andando a diminuire il volume complessivo dello stock di inquinante P necessario 

perché si abbia la convenienza ad abbandonare la vecchia tecnologia e passare alla 

tecnologia backstop. La formulazione del modello è identica alla precedente con in più la 

carbon tax. La struttura è la seguente: 

(4.35)                                       

    
      

                 
    

La presenza di h, la carbon tax unitaria, modifica leggermente la struttura della soluzione per 

P che ora diventa, sul piano analitico, la seguente: 

(4.36) 

  
  

         
   

           

 
 

La presenza con segno negativo della carbon tax al numeratore, comporta una diminuzione 

del valore di P necessario per il passaggio dalla vecchia alla nuova tecnologia non inquinante. 

Considerando h = 1, e con i dati numerici adottati in precedenza, otteniamo la seguente 

soluzione: 
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(4.37) 

            
          

               
 

                              

Il numeratore dell’espressione fra parentesi è ora inferiore a quello della soluzione senza la 

carbon tax, e questo fa diminuire il livello di P al quale i due costi si equivalgono. In t = 0 tale 

livello è ora P = 19.630. Anche in tal caso vale ovviamente il fatto che P non debba essere 

negativo. Affinchè non si verifichi tale ipotesi, occorre imporre delle condizioni su t perché 

esso non sia negativo. Dalla ultima soluzione per P si ha t   3.919. Per quanto riguarda le 

soluzioni dei modelli precedenti, con costi fissi di estrazione la soluzione per P dà t    

10.216, con costi di estrazione crescenti abbiamo t   8.386 e con costi di estrazione 

crescenti e costi variabili decrescenti per la tecnologia backstop abbiamo t   7.392. E’ 

evidente come, man mano che aumentano le componenti di costo della tecnologia 

inquinante, il tempo necessario al passaggio alle tecnologie backstop  diminuisce.  Il segno 

delle derivate parziali di statica comparata della soluzione analitica è intuitivo, senza bisogno 

di essere  ulteriormente specificato. E’ inoltre evidente come l’imposizione di una carbon-tax 

abbia qui una funzione di politica economica rilevante, (o per lo meno si può credere che sia 

così) e la cui dimensione dipende da quanto il Governo voglia accelerare il passaggio dalla 

tecnologia inquinante alla tecnologia backstop. Certo, che margini di profitto molto ampi 

ottenuti utilizzando la vecchia tecnologia, potrebbero richiedere l’imposizione di una tassa 

molto elevata se si vuole raggiungere l’obbiettivo del passaggio alla tecnologia non 

inquinante. Supponiamo infatti che il valore della parte sinistra dell’equazione, senza la 

carbon-tax, sia molto basso dovuto per esempio alla disponibilità di una grande quantità 

della risorsa da estrarre. Il  costo di estrazione potrebbe essere talmente basso da più che 

compensare il basso valore della royalty e dare un ampio margine di profitto. Questa 

situazione potrebbe comportare l’inefficacia della imposizione di una bassa carbon-tax. Le 

imprese trovano convenienza a pagarla e continuano ad inquinare. Si potrebbe allora 

utilizzare, per esempio, una forma di imposizione non fissa come quella da noi analizzata, ma 

progressiva in base al volume di stock di inquinante accumulato. Un modo per invogliare le 

imprese che utilizzano la vecchia tecnologia a passare a tecnologie backstop, potrebbe 

essere la redistribuzione del ricavato dalla carbon-tax che le imprese che continuano ad 

inquinare pagano, alle stesse imprese o ad altre imprese, per esempio nascenti, con il 

vincolo che esso debba essere impiegato in investimenti in tecnologie non inquinanti. 

Questo dovrebbe comportare anche una non diminuzione dell’output complessivo prodotto, 

anche se non immediatamente ma in un certo arco di tempo. Infatti, la minor produzione 

che può derivare da una diminuzione dei margini di profitto nel settore gravato da una 

elevata carbon-tax, dovrebbe essere compensata da una maggior produzione nel settore che 

produce con tecnologia backstop, anche se inizialmente la minor produttività in tale settore 

per le ragioni viste precedentemente, potrebbe influire sull’output complessivo. Le scelte 

operate in presenza di carbon-tax devono essere diverse da quelle operate in sua assenza. 

Qui, lo scopo non è solo ridurre le emissioni producendo meno con processi produttivi che 
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ancora utilizzano la risorsa estratta, ma favorire il passaggio alla tecnologia non inquinante. 

Non solo dobbiamo avere un cambiamento nei processi produttivi, ma anche la 

composizione dell’output complessivo deve essere diversa, privilegiando beni prodotti con 

tecnologie non inquinanti e soprattutto servizi ambientali di elevata qualità.  La carbon-tax 

può assumere, quindi, una funzione non puramente difensiva, ma potrebbe (diciamo 

potrebbe perché i dubbi sulla sua efficacia sono molti e nel prosieguo cercherò di 

evidenziarne alcuni) diventare un elemento rilevante, date certe condizioni che possono 

essere anche molto stringenti, nel favorire il passaggio a processi produttivi che utilizzano 

tecnologie pulite. I dubbi accennati in precedenza su tale effetto sono comunque più che 

leciti, come abbiamo già rilevato. Dalla formula sopra, potrebbe sembrare che effetto 

amplificante dell’inquinamento sul costo complessivo di produzione con la risorsa 

inquinante e carbon-tax, vadano a sovrapporsi come due elementi sostanzialmente identici. 

In effetti non è così: infatti se è il Governo a sostenere il costo di abbattimento, e sono le 

imprese che continuano ad inquinare oltre certi livelli stabiliti che sostengono la carbon-tax, 

questi sono due ulteriori elementi che vanno ad aggiungersi al puro costo privato come nella 

formulazione originaria di Dasgupta e Heal, che dovrebbero quindi accelerare il passaggio 

alla tecnologia backstop. Infatti, se la carbon-tax è molto bassa e le imprese trovano 

conveniente pagarla e continuare lo stesso livello di emissioni, abbiamo un costo di 

abbattimento sostenuto dal Governo e un costo sostenuto dalle imprese per il pagamento 

della carbon-tax. In sostanza, la parte sinistra dell’equazione, come già specificato, 

rappresenta quanto costa alla società in totale estrarre una unità di risorsa e impiegarla nel 

processo produttivo. Questo è ciò che, alla fine, interessa in quanto rappresenta un 

assorbimento totale di risorse pubbliche e private. E’ il sistema nel suo complesso che deve 

essere interessato al passaggio alla tecnologia  backstop, in quanto è il sistema nel suo 

complesso che assorbe risorse nel processo produttivo. Che poi questo assorbimento sia 

variamente diviso fra soggetto pubblico e privato, non è così importante per quello che è il 

nostro obbiettivo in questo specifico contesto. L’importante è che questo assorbimento 

complessivo esiste ed è la società che lo sopporta. Volendo analizzare ancora più a fondo la 

questione, si potrebbe anche considerare che l’attività di abbattimento da parte del 

Governo, comporta una riduzione dello stock di inquinante e quindi attenua l’effetto di 

amplificazione che esso comporta nella definizione del costo complessivo (privato più 

sociale) facendo in qualche modo rientrare in parte in gioco le imprese che ancora 

producono con tecnologia inquinante. A questo si può comunque obbiettare che le imprese 

sostengono solo il costo puro di produzione e la carbon-tax, e quindi i loro margini di profitto 

non sarebbero influenzati dall’attività di abbattimento e dalla conseguente riduzione dello 

stock di inquinante. Un effetto di ritorno alla vecchia tecnologia, sembrerebbe dunque 

escluso. In un semplice modello presentato da Uzawa (Uzawa, cit. pag. 132 e seg.), viene 

definito un processo di aggiustamento dinamico della carbon –tax del seguente tipo: 

(4.38)                                                                   
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Dove i simboli assumono il seguente significato: 

  = carbon-tax 

Ψ = prezzo imputato( shadow-price) del CO2. 

k =  parametro che definisce la velocità di aggiustamento di   verso il suo valore di equilibrio,      

dato dal prezzo imputato. 

L’equazione differenziale sopra ha una soluzione molto semplice. Dato         come 

condizione iniziale, essa è: 

(4.39)                                                           

              
    

E’ evidente come il limite della suddetta soluzione per t tendente a infinito  è dato dal 

prezzo-ombra del CO2 che a sua volta è dato dal valore presente scontato del decremento 

marginale dell’utilità dovuto all’incremento marginale nelle emissioni di CO2. 

Sostanzialmente esso rappresenta la disutilità marginale creata dall’aumento marginale di 

CO2. Il parametro k, definito come la velocità di aggiustamento con cui la carbon-tax si 

allinea al prezzo-ombra del CO2, è fondamentalmente un coefficiente la cui dimensione 

deriva da scelte  di politica economica,  in quanto un valore elevato indica un’alta percezione 

del rischio dovuto all’accumulazione dello stock di inquinante e riflette l’efficacia delle 

misure intraprese e, di conseguenza, la necessità di dover accorciare i tempi di un 

allineamento totale della carbon-tax al livello del prezzo-ombra del CO2. Ma l’accorciamento 

dei tempi dipende da come le imprese reagiscono all’imposizione della carbon-tax iniziale. 

Se la reazione è molto bassa, con una diminuzione della produzione quasi insignificante, 

allora ciò può richiedere un inasprimento della tassa e quindi, probabilmente, un aumento 

della velocità di convergenza al valore desiderato. Come è facile rendersi conto, tale velocità 

di allineamento dipende da molti fattori.  Anche il tasso di sconto utilizzato per la definizione 

del prezzo-ombra, rappresenta, in qualche modo, un parametro di politica economica. Un 

tasso di sconto molto basso implica una valutazione molto alta dei rischi derivanti dalla 

accumulazione dello stock di inquinante e quindi, di conseguenza, la necessità di imporre 

una carbon-tax elevata. Questo può comportare, se il rischio è molto alto, la necessità di una 

velocità di aggiustamento a sua volta elevata. Ma tra ciò che è necessario e ciò che si verifica 

nella realtà spesso non c’è coincidenza. La velocità di aggiustamento non è un coefficiente 

imposto, ma la reazione alle misure di politica economica e, tale reazione, dipende da un 

insieme di fattori spesso difficilmente controllabili. I due parametri, nella loro essenza 

politica, sono praticamente collegati. Ambedue riflettono un determinato atteggiamento del 

Governo nei confronti di una certa politica ambientale da perseguire.  Vediamo ora come 

viene determinato il prezzo imputato del CO2. Seguendo ancora Uzawa (Uzawa, cit. pag. 118 

e seg.), considerando un generico paese v , si definisca la seguente funzione di utilità, con c 

livello del consumo e V stock di CO2 nell’atmosfera: 
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(4.40)                                

                                         

Sia la forma specifica di tale funzione del tipo: 

(4.41)                                                       

                

dove il primo elemento a destra dell’equazione rappresenta l’indice di impatto del 

riscaldamento globale, ovvero l’influenza negativa che esso ha sulla utilità complessiva, e che 

ha le seguenti caratteristiche: 

(4.42)                                              

                        

La forma di tale indice di impatto è così definita: 

(4.43)                                                          

             

Dove V^ rappresenta il livello critico del CO2 nell’atmosfera e V il livello attuale, maggiore di 

zero ma minore del livello critico.   è un parametro di sensitività compreso fra zero e uno. Il 

livello critico viene indicato in 600 GtC oltre il livello pre-Rivoluzione industriale, mentre V, 

viene definito come il valore attuale  in eccesso rispetto al valore pre-Rivoluzione Industriale. 

Uzawa assume un valore V = 150 GtC. E’ evidente che il valore fra parentesi dell’indice di 

impatto, rappresenta un elemento che funziona da smorzatore della funzione di utilità 

complessiva, in quanto più elevato è il valore di V e minore è l’utilità totale, dato   che 

possiamo definire come il livello di sopportazione della popolazione di un certo stock di 

inquinante. Infatti, quanto maggiore è  , quanto minore è l’effetto di smorzamento sulla 

funzione di utilità complessiva. Inoltre viene definito il coefficiente di impatto che è il tasso 

relativo di variazione marginale dell’indice di impatto dovuto all’incremento marginale 

nell’accumulazione di CO2 nell’atmosfera. Esso è dato da: 

(4.44)                                               

       
     

    
  

 

    
 

che è, ovviamente, positivo data l’assunzione di positività dei coefficienti e parametri e della 

differenza al denominatore. Inoltre abbiamo i seguenti segni delle derivate del primo e 

secondo ordine che fanno della funzione del coefficiente di impatto una funzione 

strettamente convessa in V, considerando ovviamente che V^ > V: 

(4.45)                                           
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Il significato delle derivate prima e seconda è intuitivo. Un aumento dello stock di CO2 

attualmente presente nell’atmosfera che lo avvicina al livello critico, comporta una 

variazione positiva del coefficiente di impatto, il cui ritmo di crescita avviene ad un tasso 

crescente. La questione è in sé abbastanza logica: man mano che lo stock di CO2 avvicina il 

livello critico, la situazione rischia di diventare irreversibile e gli effetti saranno via via 

crescenti non solo sulla funzione complessiva di utilità, ma anche su tutta una serie di altri 

elementi, quali l’output globale, la produttività della forza-lavoro attraverso un 

peggioramento delle condizioni di salute soprattutto di quei lavoratori che si trovano 

maggiormente esposti al cosiddetto ‘heat stress’, ecc.  Allora, il prezzo imputato del CO2 

viene definito come il valore presente scontato del decremento marginale dell’utilità dovuto 

ad un aumento dello stock di CO2 , e cioè è dato da: 

(4.46)                                                               

   

  
  

   
 

dove il numeratore rappresenta la disutilità marginale dell’incremento dello stock di 

inquinante. Il denominatore è rappresentato, rispettivamente, dal tasso di sconto e dal tasso 

di assorbimento dello stock di inquinante da parte degli oceani, il quale ultimo dipende da 

due elementi fondamentali: il livello raggiunto dallo stock di inquinante nell’atmosfera e il 

livello di saturazione degli oceani. Un elevato livello di questi due ultimi aggregati, rende più 

difficile il processo di auto-smaltimento dell’ambiente. Il tasso di sconto è invece  soggetto a 

valutazioni di chi deve prendere determinate decisioni, e del quale abbiamo già in parte 

argomentato all’inizio di questo lavoro. E’ chiaro che i due coefficienti al denominatore 

agiscono sul coefficiente di impatto in modo inversamente proporzionale. Valori elevati di 

essi contribuiscono a comprimere il prezzo imputato di una unità marginale di CO2, anche se 

per due vie completamente differenti. Un elevato tasso di sconto è il sintomo di una scarsa 

percezione del rischio derivante da una eccessiva accumulazione dello stock di inquinante, 

mentre un elevata capacità di auto-smaltimento dell’ambiente riduce il valore presente 

scontato di una unità di incremento dello stock stesso, riducendo il rischio derivante dalla 

sua accumulazione. Il valore del prezzo imputato del CO2 è ovviamente positivo, dal 

momento che il numeratore è negativo per le assunzioni fatte sui segni delle derivate della 

funzione di utilità.  Dato che la carbon tax viene considerata, nel lavoro di Uzawa, come 

proporzionale al reddito prodotto y con fattore di proporzionalità uguale al valore presente 

scontato del coefficiente di impatto, abbiamo: 

(4.47)                                                                   

   
    

   
   

Questo corrisponde al cosiddetto equilibrio ‘deferenziale’. Seguendo Uzawa: “Deferential 

equilibrium corresponds precisely to the standard market equilibrium under the system of 

carbon taxes, where, in each country v, the carbon taxes are levied with the tax rate   that is 
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proportional to the National income y with the discounted present value of the impact 

coefficient of global warming  as the coefficient of proportion” (Uzawa, cit. pag.127). Quanto 

più elevato è il valore presente scontato del coefficiente di impatto, dato un certo reddito, 

quanto più elevata deve essere la carbon-tax da imporre. 

Fatta questa breve digressione sul prezzo imputato di una unita marginale di CO2,  il modello 

sopra potrebbe essere leggermente modificato ipotizzando un k decrescente man mano che 

la carbon-tax si avvicina al prezzo-ombra. Il modello è ora rappresentato da un sistema di 

due equazioni differenziali di cui la seconda è non lineare, e  del quale diamo la soluzione  

per via grafica attraverso il relativo diagramma di fase. Il modello è strutturato come segue: 

(4.48) 

  

  
     

   

  
        

Considerando per esempio a = 0.05 e Ψ = 1.5, con valori iniziali [k = 0.6,    = 0.8], [k = 0.7,     

= 0.9], otteniamo il seguente diagramma di fase:  

 

Da un rapido esame è facile rilevare come al crescere di t, k tende a zero  e   tende a 1.5 che 

è il valore del prezzo-ombra del CO2. Le conclusioni per quanto riguarda la dinamica della 

carbon-tax, sono le stesse del modello dove k  è considerato costante. E’ comunque possibile 

anche risolvere direttamente la prima equazione del sistema dato che coinvolge solo la 

variabile k ed ottenere: 

(4.49)                                                              

              

da dove è facile dedurre che k tende a zero quando t tende ad infinito. Quindi si può inserire 

questa soluzione nella seconda equazione ed ottenere: 

(4.50)                                                     
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Questa è una equazione differenziale non autonoma in quanto nella parte destra compare 

esplicitamente il tempo e la cui soluzione è data da: 

(4.51) 

       
 
   

   

       

 
  
 

 

L’inserimento dei dati numerici utilizzati precedentemente nella soluzione conferma che la 

carbon-tax tende al valore del prezzo ombra del CO2 salvo un impercettibile 

arrotondamento. L’utilizzo della carbon-tax, al di là di una sua considerazione come 

strumento per accelerare il passaggio a tecnologie backstop, può anche essere analizzato per 

verificare come possa condurre ad una diminuzione dell’output prodotto e delle emissioni di 

inquinante. A questo scopo utilizziamo un semplice modello presentato in Conrad e Clark 

(Conrad e Clark, cit. pag.153 e seg.). Il modello considera una azienda elettrica che con un 

singolo input X produce elettricità in megawatt Q  ed emissioni sulfuree S  in tons. La 

funzione di produzione è espressa nel modo seguente: 

(4.52)                                                       

                 

La produzione dipende dalla risorsa utilizzata e dalle emissioni sulfuree. Maggiori emissioni 

stanno a significare maggiore produzione. 

Il ricavo netto è dato da: 

(4.53) 

            

Con 10 = prezzo unitario dell’elettricità e 0.10 = tassa sulle emissioni sulfuree (carbon-tax), 

fatto X = 1, si tratta di massimizzare il ricavo netto sotto il vincolo espresso dalla funzione di 

produzione. Abbiamo quindi il seguente lagrangiano: 

(4.54)                                   

                           

Le condizioni per la massimizzazione sono quelle note: 
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(4.55) 

  

  
        

  

  
                     

  

  
                  

Con semplice routine software la soluzione del suddetto lagrangiano è immediata, 

ottenendo: 

                                        [Q = 150,    S = 2500,   λ = 10,   N = 1250] 

Variando la tassa sulle emissioni è possibile vedere come ciò incide sulla consistenza dei 

valori suddetti. Per esempio una tassa di 0.15 comporta Q = 133.33,  S = 1111.11,  λ = 10,  N 

= 1166.66. Ovviamente λ rappresenta l’incremento nella funzione obbiettivo per un 

allentamento del vincolo. E’ chiaro comunque anche da questo esempio, che un prezzo 

molto alto della elettricità richieda l’imposizione di una tassa sulle emissioni molto elevata se 

si vuole ridurre significativamente le emissioni stesse. Infatti, una tassa molto bassa 

manterrebbe ancora margini di profitto molto elevati, e tali da non scoraggiare e far 

diminuire la produzione e le emissioni sulfuree. Le imprese potrebbero assorbire la tassa 

senza aumentare il prezzo di vendita, mantenendo lo stesso livello della produzione e 

continuando a mantenere profitti ampiamente accettabili. Inoltre, le imprese possono avere 

costi fissi molto elevati, come normalmente si hanno in strutture produttive di questo 

genere dove gli impianti costituiscono una quota molto elevata del totale degli investimenti 

in capitale fisso. Una forte diminuzione della produzione andrebbe ad incidere in modo 

consistente sul costo medio di produzione dovuto ora ad una maggior incidenza unitaria del 

totale dei costi fissi sul minor volume di output prodotto, sconsigliando quindi le imprese 

stesse a ridurre in modo drastico la produzione. L’aumento del costo medio dovuto alla 

maggior incidenza unitaria dei costi fissi, potrebbe addirittura essere maggiore della carbon-

tax. In tal caso è più conveniente per le imprese pagare la tassa e proseguire nello stesso 

livello di emissioni o ridurlo in modo insignificante, vanificando quindi gli obbiettivi del 

Governo. Questo è uno di quei casi in cui l’efficienza della carbon-tax è praticamente 

insignificante. Comunque, in sostanza, basta cambiare i dati e simulare nuovamente il 

modello per ottenere il conseguente risultato. Vediamo il possibile effetto sopra delineato 

con un semplice esempio numerico. Supponiamo prima che le imprese abbiano un costo 

fisso medio costante, indipendente dal livello dell’output. Facciamo l’esempio di un’impresa 

che ha un  output di 100, emissioni di 100 e un profitto unitario netto di 1 euro per ogni 

unità prodotta e venduta. Se un’agenzia governativa di protezione ambientale avesse come 

obbiettivo la riduzione delle emissioni a 70 unità, la carbon tax per ogni unità che eccede il 

livello di 70 dovrebbe essere superiore al profitto netto unitario perché l’impresa abbia 

convenienza a ridurre la produzione al livello di 70. Supponiamo che tale tassa sia 1.1 euro 
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per ogni unità di emissione eccedente il livello prefissato. Allora qualunque livello di 

produzione ed emissione superiore a tale livello non è profittevole per l’impresa. Infatti, se 

essa riduce la produzione a 70, non paga la tassa ed ha un profitto netto di 70. Se invece 

decidesse di continuare a produrre 100 il suo profitto sarebbe ora 100-1.1*30 = 67. Si può 

facilmente calcolare che qualunque livello di produzione ed emissione superiore a 70 

comporta un profitto complessivo inferiore. L’unico livello della tassa per il quale l’impresa è 

indifferente se pagarla e continuare a produrre 100, o non pagarla e produrre 70, è che essa 

sia esattamente uguale al profitto unitario netto ante-tassa. La questione assume aspetti 

diversi se si considera l’elasticità della domanda rispetto al prezzo del bene inquinante. Una 

elasticità molto bassa rispetto al prezzo può comportare effetti di traslazione molto grandi 

ed aumentare il margine di profittabilità dell’impresa anche oltre il livello di 70 unità 

prodotte e vendute. Vediamo ora cosa potrebbe accadere in presenza di costi fissi medi  

decrescenti. Tale situazione comporta, all’opposto, costi fissi medi crescenti in presenza di 

una riduzione della produzione come chiunque si occupi di contabilità industriale conosce 

perfettamente. Tale principio è notoriamente espresso da una funzione del costo fisso 

medio di tipo iperbolico con derivata seconda positiva. Supponiamo allora di trovarsi nella 

situazione precedentemente analizzata, ma con costi fissi medi non più costanti ma 

decrescenti. Se ridurre la produzione a 70 comporta ora per l’impresa un profitto netto 

unitario di euro 0.90 per via dell’aumento del costo fisso medio dovuto alla diminuita 

produzione, il profitto complessivo per questo livello dell’output sarà ora di 0.9*70 = 63 che 

è inferiore al profitto complessivo che si ottiene se si continua a produrre 100 pagando la 

tassa unitaria di 1.1, che invece continua ad essere di 67. Quanto più ripida è la funzione 

iperbolica che descrive l’andamento del costo fisso medio, quanto maggiore deve essere la 

tassa perché l’impresa abbia la convenienza a ridurre la produzione. Con i dati sopra, ma con 

una tassa unitaria di 1.3 euro, il profitto complessivo del produrre 100 è ora dato da 100-

1.3*30 = 61 < 0.9*70. Anche qui valgono le stesse considerazione fatte in precedenza sul 

grado di elasticità della domanda che configura diversi livelli dell’effetto di traslazione. Se 

invece considerassimo che la nostra agenzia di protezione ambientale, oltre ad imporre la 

tassa per emissioni superiori a 70, impone, in alternativa al pagamento della tassa, un 

abbattimento obbligatorio per le emissioni superiori a tale livello per chi non decide di 

diminuire la produzione, allora per analizzare l’efficacia della tassa occorre anche analizzare 

il costi di abbattimento per le imprese. Supponiamo allora che la tassa unitaria per le 

emissioni eccedenti 70 sia di 1 euro e che il costo di abbattimento unitario sia di 1.5 euro. 

Allora, con i dati di prima e non considerando per semplicità l’effetto costo medio fisso, se 

l’impresa decide di continuare a produrre 100 e di pagare la tassa avrà un profitto netto 

complessivo di 70, dato da 100-1*30, ma le emissioni continueranno ad essere 100. Se 

invece decide di abbattere le emissioni, continuando a produrre 100, allora il suo profitto 

complessivo al netto dei costi totali di abbattimento sarà dato da 100-1.5*30 = 55. E’ 

evidente che l’impresa non ha convenienza ad abbattere le emissioni eccedenti 70. In tal 

caso, l’obbiettivo dell’agenzia di protezione ambientale di ridurre il flusso di emissioni non 

viene raggiunto. Perché ciò si verifichi occorre che la tassa sia superiore al costo di 

abbattimento. Qui sorgono però diversi problemi. Innanzitutto le imprese inquinanti non 
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possono essere ridotte ad una impresa rappresentativa, in quanto diversi sono i livelli di 

emissione per imprese di natura diversa, con tipi di inquinante diversi e costi di 

abbattimento anch’essi diversi. In secondo luogo, l’agenzia dovrebbe conoscere molti 

elementi per imporre una tassa che possa produrre gli effetti desiderati, quali l’andamento 

dei costi fissi medi per ogni impresa, l’elasticità della domanda al prezzo, i costi di 

abbattimento non solo per ogni impresa ma anche per ogni tipo di inquinante, ecc.3 

Comunque, quando le imprese pagano la tassa e continuano a produrre gli stessi livelli di 

output, lo scopo di abbattere lo stock di inquinante non viene raggiunto, ma il Governo 

dispone comunque ora di risorse da impiegare in abbattimento o per finanziare imprese che 

producono con tecnologie pulite. Tornando ora alla questione che abbiamo analizzato fin 

dall’inizio, essa può anche essere strutturata all’interno di un problema di programmazione 

lineare (nel nostro caso non-lineare, data la non linearità della funzione di produzione) 

imponendo dei vincoli sia su Q che su S. Tornando al modello iniziale, potremmo imporre, 

per esempio, i seguenti vincoli: 

(4.56)                                               

                    

In tal caso la soluzione comporta:   

                                              [Q = 131.622,   S = 1000,   N = 1216.227] 

Se avessimo imposto solo i vincoli su Q, avremmo ottenuto lo stesso risultato che in 

precedenza (salvo l’assenza di λ dal momento che stiamo operando non più con un 

lagrangiano ma in una struttura di programmazione non lineare), ma la presenza di un 

vincolo su S riduce, in questo caso, non solo S ma anche Q e N.  Dunque, un certo livello di S 

da non superare, diventa un obbiettivo strategico di politica economica. 

4.4 Modello Baumol–Oates e varianti 

In un modello presentato da Baumol e Oates (Baumol e Oates, 1988, pag.190 e seg.), il livello 

dello stock di inquinante viene esplicitamente collegato ad una funzione di inquinamento 

decrescente nella carbon-tax. Il modello consta di una sola equazione in tempo discreto e 

viene utilizzato per calcolare il saggio di tassazione necessario a mantenere lo stock di 

inquinante ad un certo livello di equilibrio considerato come standard da raggiungere e 

mantenere. Noi trasformiamo un po’ il modello ponendolo innanzitutto in forma continua, 

rispettando così la metodologia che abbiamo seguito fin dall’inizio per le varie ragioni che 

abbiamo ampiamente esplicitato, e definendo anche, rispetto al modello originale degli 

autori, una equazione dinamica per il saggio di tassazione ponendolo in relazione con il 

livello dello stock di inquinamento in forma esponenziale. Inoltre diamo la soluzione anche 

del modello originale in forma discreta, per mostrare come, sotto le ipotesi assunte, la 

dinamica del sistema converga al punto di equilibrio. Quindi, il modello da noi trasformato e 

riformulato in tempo continuo, consta di due equazioni. Vediamo comunque prima la 
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formulazione seguita da Baumol e Oates, in quanto la presenza di una sola equazione e in 

tempo discreto, rende il modello stabile. Esso è dato da: 

(4.57)                                            

                     

dove: k, rappresenta la percentuale di stock di inquinante che non è stata smaltita 

dall’ambiente nel periodo precedente ed è maggiore di zero e minore di 1, n è il numero di 

imprese inquinanti, a e b sono due parametri di cui il secondo rappresenta la sensibilità delle 

emissioni rispetto al saggio di tassazione r sulle emissioni stesse. La seconda espressione fra 

parentesi sul lato destro è dunque la funzione di emissione indicata da f(r) = n(a-br).  Il punto 

di equilibrio della (4.57) è dato da: 

(4.58)                                                           

   
       

   
 

mentre la soluzione completa dell’equazione è: 

(4.59)                                          

          
         

   
 

       

   
 

Come è agevole rilevare, dato che per ipotesi k < 1, i primi due termini del lato destro della 

soluzione dell’equazione, tendono a zero quando k tende a infinito. Quindi la dinamica di  

P(t) tende al valore di equilibrio che è rappresentato dal terzo termine della soluzione, come 

ricavato dalla (4.58). Inoltre è facile rilevare che tale dinamica è convergente al punto di 

equilibrio monotonicamente, dato che k < 1 ma positivo. Del resto, che il modello fosse 

stabile, lo si deduce anche derivando l’equazione di partenza rispetto a P(t-1), che dà come 

risultato k. Essendo la derivata inferiore in valore assoluto a 1, il modello è stabile ( si veda il 

teorema di Elaydi, quando non si verifica tale condizione)4. Utilizzando il valore di equilibrio 

come un desiderato valore per rispettare certi standard e ponendo D = Pe  nell’equazione 

che definisce il valore di equilibrio di P, è possibile calcolare il valore di r necessario per 

mantenere lo standard desiderato: quindi abbiamo risolvendo per r: 

(4.60)                                                       

  
 

 
 

      

  
 

Le derivate di statica comparata, date le ipotesi sui coefficienti, sono immediate: 

(4.61) 
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Il significato è immediato e intuitivo. La prima derivata parziale indica che un aumento dello 

standard di stock di inquinante ritenuto accettabile, fa diminuire il saggio di carbon–tax 

necessario per il suo raggiungimento.  La seconda indica che un aumento delle capacità di 

auto-smaltimento da parte dell’ambiente, fa ancora diminuire la carbon-tax. La terza, ha un 

segno incerto, mentre la quarta è positiva in quanto un aumento del numero degli 

inquinatori fa aumentare la carbon-tax. Anche la quinta è positiva, in quanto a rappresenta 

la capacità di inquinamento di ogni inquinatore quando r = 0. Veniamo ora alla modifica che 

abbiamo apportato al suddetto modello. Con le ipotesi da noi  assunte  esso ha la seguente 

configurazione: 

(4.62) 

  

  
             

  

  
      

 
 
         

La prima equazione definisce la dinamica dello stock di inquinamento come risultante delle 

nuove emissioni definite dal secondo termine sul lato destro e decrescenti in r, il saggio di 

carbon-tax, e dove n è il numero di inquinatori, a e b sono costanti di cui la prima indica il 

potenziale inquinamento di ogni inquinatore quando r = 0, la seconda indica il livello di 

sensibilità alla riduzione delle emissioni in relazione alla carbon-tax, e k  indica la capacità di 

auto-smaltimento da parte dell’ambiente mentre nella formulazione originaria di Baumol e 

Oates esso rappresenta la percentuale di stock di inquinante ereditato dal periodo 

precedente. La seconda equazione definisce la dinamica del saggio di carbon-tax, che un po’ 

riprende dal modello di Uzawa che abbiamo modificato, ma qui ora la dinamica del saggio di 

carbon-tax è data da un coefficiente di adeguamento h (velocità di aggiustamento) che però 

cresce esponenzialmente  dove z  rappresenta l’intensità di tale crescita e la cui dimensione 

è messa in relazione al rapporto P/X che definisce il rapporto fra lo stock di inquinante 

presente e un certo livello X che rappresenta una sorta di valore-soglia alla sostenibilità. In 

sostanza h dipende dalla risposta del sistema all’attività del Governo e riflette l’efficacia di 

tale attività. Sulle caratteristiche dei coefficienti relativi a velocità di adeguamento, abbiamo 

già detto in precedenza. La differenza fra parentesi indica ancora lo scarto iniziale fra il 
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prezzo imputato del CO2 come è stato precedentemente definito quando abbiamo analizzato 

il modello di Uzawa, e il livello presente della carbon-tax. La soluzione in forma chiusa non è 

possibile data la non linearità del sistema, ma è possibile calcolare i punti di equilibrio per le 

due variabili e linearizzare il sistema analizzando lo Jacobiano valutato ai punti di equilibrio. 

Tali punti  sono dati da: 

(4.63) 

           
 

 
             

        

 
    

Lo Jacobiano del sistema è dato da : 

(4.64) 

 

     

   
  
       

 
   

  
         

  
  

  

che valutato al primo punto di equilibrio è: 

(4.65)                   

      
  

  

con traccia: 

(4.66)  

      

                                                               

e determinante: 

(4.67) 

        
                                                                   

Lo Jacobiano ha traccia negativa e determinante positivo e per verificare se il sistema è 

stabile o no occorre calcolarne gli autovalori. Essi sono dati da: 

(4.68) 

 
 

 
 

        

 
 

Date le ipotesi di positività di tutti i coefficienti e parametri , il termine sotto radice è molto 

probabilmente negativo con k2 che è  minore di 1 e minore di k e con i due autovalori che 

sono complessi con parte reale negativa e quindi anche  il sistema originale non-lineare è 

localmente asintoticamente stabile in base al teorema Hartman-Grobman, con andamento 
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dinamico tipo oscillazioni smorzate.  La trasformazione della dinamica da tempo discreto in 

tempo continuo, con l’aggiunta di una equazione anche per la dinamica di aggiustamento 

della carbon-tax, non cambia la stabilità del sistema, anche se rispetto al modello in tempo 

discreto il tipo di convergenza, con autovalori complessi, è oscillante e non monotonico. 

Però, in tal caso, data la forma non-lineare del sistema, tale stabilità può essere accertata 

solo localmente per il sistema originale non-lineare. Tuttavia, il valore sotto radice potrebbe 

anche essere positivo se        . In tal caso, dato le ipotesi sui coefficienti, si hanno 

autovalori reali ma ambedue negativi, e la convergenza al valore di equilibrio è monotonica 

come nel modello in tempo discreto. Se valutiamo lo Jacobiano al secondo  punto di 

equilibrio otteniamo: 

(4.69) 

 

    

  
  

        
         

 

  

                           
con traccia: 
 
(4.70)  

      
  

        
         

 
 

                  
e determinante: 
 
(4.71)              

      
        

          

 
gli autovalori sono dati da: 
 
(4.72)                

      
  

        
         

 
   

 

che sono entrambi negativi dato che non si può avere una funzione di inquinamento 

negativa o anche uguale a zero. Ovviamente, nel caso in cui fosse zero, avremmo un 

autovalore zero e quindi non potremmo applicare il teorema Hartman-Grobman  e la 

dinamica del sistema non-lineare non potrebbe essere accertata nemmeno localmente. Ma 

questa è solo una ipotesi teorica, dal momento che operiamo in una situazione dove esiste 

emissione di inquinante. 

Baumol e Oates utilizzano anche una funzione non lineare di inquinamento f(r),  della 

seguente forma: 

(4.73)                                                                
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con c e v  positivi e che hanno, rispettivamente, lo stesso significato di a e b  del modello 

lineare. In tal caso il modello espresso in forma continua diventa: 

(4.74) 

 
  

  
            

 
  

  
      

 
 
         

 
Il  solo punto di equilibrio è ora dato da: 
 
(4.75)  

         
      

 
     

                               
e lo Jacobiano è: 
 
(4.76) 

 

         

     
   

      

 
   

   

 

  

 
che valutato al punto di equilibrio è dato da:  
 
(4.77) 

 
     

    
            

   

  

  
con traccia: 
 
(4.78) 

        
            

    
               
e determinante: 
 
(4.79)  

       
            

    
                       
Gli autovalori sono dati da: 
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(4.80) 
 

       
            

     

 
                                         
che sono negativi e il sistema non-lineare esibisce ancora stabilità locale. Inserendo la 
funzione non lineare nella sola equazione in tempo discreto del modello originale è possibile 
ancora ricavare il valore di r e, quindi, le derivate di statica comparata come nel caso di 
funzione lineare. Il nuovo valore di equilibrio è ora dato da: 
 
(4.81)                                                                    

   
      

   
 

da cui si ricava r,  ponendo Pe = D: 
 

(4.82)                                               

  
      

 
 

   

 
 

       

 
 

 
Non riportiamo qui le derivate di r rispetto agli altri elementi della soluzione, in quanto la 
logica è la stessa del caso con funzione lineare. 
Nel quinto capitolo verranno svolte ulteriori considerazioni sugli effetti della carbon-tax e dei 
permessi negoziabili di inquinamento con un approccio critico nell’ambito di considerazioni 
generali sull’incertezza e le possibili dinamiche tipo caos deterministico o dinamica 
stocastica. 
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Note 

¹ In merito al problema delle risorse esauribili essenziali e non essenziali alla produzione, si veda 

un’ampia analisi e discussione in Perman-Ma-Common-Maddison-McGilvray, cit. pag. 496 e seg. Gli 

autori utilizzano una funzione Cobb-Douglas e una CES (Constant Elasticity Substitution) per mettere 

in luce le caratteristiche della essenzialità e non essenzialità della risorsa nella produzione. 

Un’approfondita analisi in merito, si trova anche in Dasgupta-Heal, cit. pag. 196 e seg. 

² Un’approfondita discussione e rigorosa formulazione analitica delle politiche estrattive delle risorse 

esauribili, si trova in Perman-Ma-Common-Maddison-McGilvray, cit. cap. 15 pag. 509 e seg. e in 

Dasgupta-Heal, cit. cap.7 pag. 193 e seg. 

³ Un’esauriente rassegna sugli strumenti di controllo dello stock di inquinamento, con i relativi 

vantaggi e svantaggi, si trova in Perman-Ma-Common-Maddison-McGilvray, cit. cap. 6 pag. 177 e seg. 

⁴ Come noto, per le equazioni alle differenze finite, affinchè vi sia stabilità del punto di equilibrio, 

occorre che la derivata prima del lato destro dell’equazione, valutata nel punto di equilibrio, sia in 

valore assoluto minore di 1. Se in termini relativi tale valore è negativo, la convergenza avviene per 

oscillazioni smorzate, se è positivo la convergenza è monotonica. Se invece, sempre in valore 

assoluto, è maggiore di 1, il punto di equilibrio è instabile. Quando invece la derivata, sempre 

valutata al punto di equilibrio, è uguale a 1 o -1, il che implica non-iperbolicità del punto di equilibrio, 

allora bisogna ricorrere a derivate di ordine superiore per stabilire se esiste stabilità. Il teorema di 

Elaydi stabilisce le condizioni per accertare l’esistenza della stabilità del punto di equilibrio  Nel caso 

in cui la derivata prima è 1, allora se la derivata seconda è diversa da zero, il punto di equilibrio è 

instabile, se è zero bisogna calcolare la derivata terza. Se essa è positiva il punto di equilibrio è 

instabile, se è negativa è stabile. Quando invece la derivata prima è uguale a -1, si ricorre alla 

derivata Schwarziana (la S indica questo tipo di derivata) che è data da: 

       
        

      
 

 

 
 
       

      
 

 

 

L’asterisco in apice alla x indica che la derivata è valutata al punto di equilibrio. Quindi se la derivata 

schwarziana è negativa, il punto di equilibrio è asintoticamente stabile, se è positiva è instabile. 

Prendiamo il seguente esempio: 

                  

I punti di equilibrio della x che si trovano eguagliando lato destro e sinistro dell’equazione, sono dati 

da [0,2]. La derivata prima del lato destro è data da 2x-1 che, valutata a x = 2, è 3 che, essendo 

maggiore di uno, comporta instabilità del punto di equilibrio. Valutata a x = 0 la derivata è -1, e 

quindi il punto di equilibrio è non iperbolico. Allora si ricorre al teorema di Elaydi e si calcola la 

derivata schwarziana, ricordando che la derivata seconda è 2 e la terza è zero. Allora l’espressione 

Sf(x=0) = -6 < 0, e il punto di equilibrio x = 0 è stabile.   

Una esauriente trattazione del teorema di Elaydi per i punti di equilibrio non iperbolici, si trova in 

Zhang, 2006, pag. 42-49, teoremi 2.4.1 e 2.4.2.  Si veda anche Shone, cit.  pag. 89. 
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                                                                                                                                                         Capitolo 5 

                                                   Caos deterministico, dinamica stocastica e 

controllo del caos in modelli economico-ambientali (aspetti metodologici, 

strutturali e considerazioni economico-politiche) 

5.1 Caos ed inquinamento (analisi in tempo discreto) 

I modelli fin qui analizzati, nella loro soluzione, hanno tutti una dinamica che, date le 

condizioni iniziali, può essere definita in base ai valori degli esponenti. Dalla teoria però 

sappiamo che un sistema di equazioni differenziali di almeno tre equazioni, può anche dar 

luogo a dinamiche caotiche (cfr. mod. di Lorenz). Ma è anche possibile che un modello 

deterministico, nella sua struttura molto semplice come l’equazione logistica, possa dar 

luogo ad interessanti dinamiche anche caotiche pur essendo composto da una sola 

equazione quando questa sia formulata in tempo discreto invece che continuo (Baumol e 

Benhabib, 1989, pag. 77-105). Per analizzare come questo sia possibile, ci riferiremo ad un 

modello molto semplice elaborato da Day che comprende anche l’inquinamento (Day, 1982, 

pag. 406-414).1 La funzione di produzione, di tipo neoclassico Cobb-Douglas, assume la 

seguente forma: 

(5.1)                                                        

               

dove: k = K/L  =  rapporto capitale-lavoro. 

        B = coefficiente che esprime lo stato della tecnologia. 

            = elasticità dell’output a k. 

         (m-k) = impatto dell’inquinamento sull’output con  m > k. 

              sensibilità dell’output all’inquinamento.  

Definendo inoltre n come il tasso di crescita della forza-lavoro, s il saggio di risparmio,  

considerando che il capitale si deprezza completamente in ogni periodo, e quindi che il 

capitale al periodo t+1  è interamente determinato dall’investimento al tempo t, l’equazione 

dinamica per il rapporto capitale-lavoro, si presenta come segue: 

(5.2)                                                      

       
                  

   
 

Indicando    =    = m = 1  e w = (sB) (1+n) otteniamo la seguente equazione logistica finale: 

(5.3)                                                      
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che è formalmente identica alla equazione logistica standard. L’equazione richiede alcune 

precisazioni prima di vedere come possa generare una dinamica caotica. Innanzitutto, 

affinchè si abbia un rapporto K/L significativo per tutti i valori di t, occorre che k(t)  sia 

compreso fra 0 e 1. Ma k esprime il rapporto capitale-lavoro, ovvero l’intensità di capitale 

del processo produttivo e, normalmente, è lecito supporre che sia maggiore di 1.  Allora si 

può interpretare k come il rapporto fra il k effettivo e un valore massimo sostenibile oltre il 

quale le imprese non intendono andare, ed ottenere così una normalizzazione di k compreso 

fra 0 e 1. Del resto, questo modo di intendere k, è in linea con quanto abbiamo fatto in altre 

parti del nostro lavoro nella costruzione di alcuni modelli. Occorre ora specificare la filosofia 

del modello che prevede, nella sua essenza, che un incremento del rapporto capitale-lavoro 

comporti un aumento dell’inquinamento dovuto ad una maggiore produzione e quindi, di 

conseguenza, una diminuzione dell’output complessivo e, a sua volta, dell’investimento. Il 

termine wk rappresenta l’incremento di k quando w è maggiore di 1, mentre il termine 

–     , in questo specifico modello, significa che la crescita di k comporta un aumento 

dell’inquinamento e quindi il termine (1-k) rappresenta l’abbattimento dell’output, 

dell’investimento lordo e, in ultima analisi, del rapporto capitale-lavoro. Dall’analisi della 

equazione logistica, k(t+1) è massimo per k = 0.5, dato w. Infatti, basta derivare il lato destro 

della equazione logistica rispetto a k, porre il risultato uguale a zero e risolvere per k stesso. 

La derivata seconda è negativa, confermando quindi che k = 0.5 è un massimo. Infatti 

abbiamo: 

(5.4) 

            

           

Inoltre, quando k aumenta oltre questo valore, k(t+1) tende a diminuire. Ma l’andamento di 

k(t+1) dipende essenzialmente dal coefficiente w. Ricordiamoci che esso è dato da sB/(1+n), 

e la combinazione fra questi elementi definisce il valore di w. Noi sappiamo dalla teoria 

generale, che una dinamica caotica per l’equazione logistica si verifica  per un valore di w  

 3.56994. Conoscendo il valore di s e di n, è possibile stabilire il valore di B che dà origine a 

dinamiche caotiche.  Per esempio, se noi avessimo s = 0.2 e n = 0.05, allora il valore di B per il 

quale si ha una transizione al caos è B   18.742. E’ evidente come w dipenda direttamente 

da s e B e inversamente da n. Al di là dell’aspetto matematico c’è una logica in tutto questo, 

secondo la filosofia del modello. Un aumento di s, saggio del risparmio, comporta un 

aumento dell’intensità di capitale, un aumento dell’output e delle emissioni di sostanze 

inquinanti, e quindi dell’effetto smorzante sull’output tramite (1-k). Un aumento di B, 

comporta un aumento dell’effetto tecnologico, e quindi un aumento delle emissioni dovuto 

alla maggiore produzione che alla lunga, però, deprimono l’output stesso e quindi il 

risparmio e l’investimento. Al contrario, un aumento di n, a parità di saggio del risparmio e 

del livello della tecnologia, comprime k in quanto una parte dei nuovi investimenti vengono 

destinati ad impiegare la nuova forza-lavoro e non ad accrescere l’intensità di capitale. Qui, è 
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l’intensità di capitale che gioca il ruolo determinante nell’accrescere il livello di emissione di 

sostanze inquinanti, non tanto l’investimento in se stesso. Quindi, gli investimenti destinati 

ad occupare la nuova forza-lavoro, non producono l’effetto di aumentare l’inquinamento. Su 

questo vi sarebbe non poco da obbiettare, in quanto dipende dal  tipo di investimenti se tale 

effetto si produca o no. Ma, nella struttura di questo modello, non è prevista una 

differenziazione fra i due tipi di capitale come invece abbiamo fatto soprattutto nel terzo 

capitolo del nostro lavoro e, quindi, procediamo con l’analisi senza operare tale distinzione 

restando all’interno della filosofia del modello di Day. Ovviamente, occorre anche rilevare 

che nella equazione differenziale finale, che definisce il modello neoclassico di crescita di 

Solow, l’investimento lordo non solo va, in parte, a occupare la nuova forza lavoro, ma va 

anche a sostituire il deprezzamento del vecchio capitale. L’aumento di intensità di capitale si 

verifica solo dopo che una parte dell’investimento lordo è stata impiegata per compensare i 

due elementi sopra ricordati, non dimenticando che tutto il vecchio capitale deve essere 

rimpiazzato in quanto, come precisato sopra, nel modello di Day il capitale si deprezza 

completamente in un periodo. Quindi, non è scontato che la presenza di investimento lordo 

comporti automaticamente anche un aumento del rapporto capitale-lavoro. Si può avere 

investimento netto anche senza tale aumento dell’intensità di capitale, purché una parte 

dell’investimento lordo vada ad occupare nuova forza-lavoro. Fatta questa precisazione e 

tornando al problema precedente, sarà il complesso intreccio fra s,n,B  a definire  il livello di 

w e, quindi, la dinamica della equazione logistica. A tale riguardo possiamo fare anche alcuni 

esempi illustrativi, per vedere come opera il meccanismo sopra descritto. Supponiamo che w 

= 2.85 e k(t) = 0.88. Iterando l’equazione logistica finale per 100 periodi, otteniamo la 

seguente dinamica:  

 

 

Come è possibile osservare, dopo un movimento oscillatorio smorzato di circa 25 periodi, le 

oscillazioni terminano e la dinamica diventa stabile. Da qualunque valore iniziale di k inizino 

le successive iterazioni, il processo converge sempre asintoticamente al valore dato da (w-
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1)/w  per valori di w compresi fra 1 e 3. Per l’esempio sopra tale valore di convergenza è 

dato da (2.85-1)/2.85 = 0.6491. Il tipo di convergenza non è comunque lo stesso per tutti i 

valori di w compresi nel suddetto intervallo. Infatti per valori compresi fra 1 e 2  la 

convergenza è di tipo monotonico, mentre per valori compresi fra 2 e 3  la convergenza 

avviene mediante oscillazioni smorzate. Il seguente grafico illustra la differente dinamica : 

 

La linea blu indica la dinamica per un valore iniziale di k(0) = 0.3 e w = 1.9, mentre la linea 

rossa la dinamica per lo stesso valore iniziale di k ma con w = 2.8. Ovviamente il valore di 

convergenza è diverso data la diversità di w. La ragione per questa diversità nel sentiero di 

convergenza è data dal fatto che la derivata del lato destro dell’equazione logistica valutata 

al punto di equilibrio non nullo, e cioè [ 2-w ], è in valore assoluto minore di 1 per ambedue i 

valori di w che abbiamo considerato nell’esempio sopra, ma per w = 1.9 essa è positiva, 

mentre per w = 2.8 essa è negativa e quindi si producono oscillazioni smorzate tendenti 

all’equilibrio. Noi sappiamo, infatti, che nella soluzione di una equazione alle differenze finite 

quando la base dell’esponente è minore di uno ma positiva la convergenza al valore di 

equilibrio è monotonica, mentre quando è negativa tale convergenza procede per 

oscillazioni smorzate data l’alternanza dei segni, a seconda che l’esponente (t nel nostro 

caso) sia pari o dispari. Procedendo oltre nell’analisi, qui  non consideriamo  w < 1  in quanto 

il sistema tenderebbe al punto di equilibrio nullo che, nel nostro caso specifico, vorrebbe 

dire completa estinzione dell’intero sistema produttivo. Il valore iniziale di k è ininfluente 

sulla convergenza verso il punto di equilibrio. Può semmai influire su una maggiore o minore 

rapidità di tale convergenza, ma non influire sul raggiungimento o no di tale punto. Il sistema 

perde memoria dei suoi stati di partenza, e tende, dato il valore di w da noi ipotizzato, al 

punto di equilibrio (2.85-1)/2.85 = 0.64912. E’ il parametro w a guidare completamente 
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l’evoluzione dinamica del sistema verso un dato punto di equilibrio. Il seguente grafico, in cui 

si parte da valori iniziali diversi di k (0.3, 0.8 ), conferma quanto appena detto in merito alla 

convergenza: 

 

Come si può rilevare si hanno inizialmente oscillazioni diverse, ma dopo alcune iterazioni la 

dinamica dell’intero sistema converge al valore di equilibrio dato da k = 0.64912 . La linea blu 

rappresenta l’evoluzione dinamica per un valore iniziale di k = 0.3, mentre quella rossa per 

un valore iniziale k = 0.8. All’incirca dopo la venticinquesima iterazione, la dinamica si 

sovrappone e diventa la stessa nel processo di convergenza al valore di equilibrio. Se invece 

utilizziamo dati diversi per i parametri  in modo che, per esempio, si abbia w = 3.926 e 

ancora k(t) = 0.88, il nuovo punto di equilibrio è ora dato da (3.926-1)/3.926 = 0.74528   che 

è invece instabile (repulsore), in quanto f’(k), che è la derivata del lato destro dell’equazione 

logistica, è in valore assoluto 1.9259 > 1. Il sistema segue infiniti sdoppiamenti di periodo che 

non è più possibile rintracciare e la dinamica del sistema non ha più nessuna ricorrenza 

ciclica. L’orbita non ripassa mai da un punto toccato in precedenza. Graficamente abbiamo 

ora il seguente andamento della evoluzione dinamica del sistema: 
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Chiaramente la dinamica è completamente differente dal caso precedente, in quanto w > 

3.56994, il cosiddetto  numero di  Feigenbaum, comporta ora una dinamica nella quale non è 

dato rintracciare nessun ciclo ricorrente. Tale dinamica è assolutamente imprevedibile, 

caotica, pur non uscendo mai dall’intervallo 0-1, che rappresenta il cosiddetto ‘strano 

attrattore’. E’ questo il  caos deterministico. Inoltre è possibile anche rilevare la dipendenza 

sensitiva dalle condizioni iniziali, ovvero dato un valore maggiore di 3.56994 per w, piccole 

divergenze iniziali per k comportano evoluzioni dinamiche completamente differenti. Dato w  

è ora il valore iniziale di k a guidare l’orbita del sistema. Queste piccole divergenze sono 

tanto più possibili quanto più k sia una variabile soggetta a misura. Piccoli errori di 

misurazione, darebbero luogo a dinamiche divergenti fra loro. Se si considera la difficoltà 

molto spesso esistente, riguardo al nostro caso specifico,  nella misura dello stock di capitale 

effettivo, è facile comprendere l’esistenza della possibilità di piccoli errori nella definizione 

del valore iniziale di k.  Anche questo è possibile osservare graficamente. Per esempio per un 

valore di w = 3.92 e valori iniziali di k = 0.88 e k = 0.881 otteniamo il seguente andamento 

dinamico delle due orbite, con la linea blu che definisce l’evoluzione per k = 0.88 e la linea 

rossa per k = 0.881. 

 

E’ possibile rilevare come variazioni estremamente piccole nelle condizioni iniziali di k 

comportano, dopo poche iterazioni, dinamiche completamente differenti. E’ chiaro, quindi,  

che adottare valori dei parametri  differenti, possa dar luogo a valori di w molto diversi fra 

loro che, accoppiati al valore iniziale di k, danno origine a sviluppi dinamici assai differenti fra 

di essi. Su questo punto sostiene Gandolfo: ”A second feature that is often cited as a typical 

of chaotic behaviour of the deterministic systems is the impossibility of predicting the future 

values of the variables concerned. This might at first sight seem a contradictions, if we have 

a dynamic deterministic system, even we cannot solve it analytically we can simulate it 

numerically, hence we can compute the values of the variables for any future value of t. This 

is where another important feature of chaos comes in, that is sensitive dependence of initial 

conditions (...) Sensitive dependence on initial conditions (henceforth SDIC) means that even 
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very small differences in the initial conditions give rise to widely different paths. In a 

‘normal’ deterministic system, all nearby paths starting very close to one another remain 

very close in the future.Hence a sufficiently small measurement error in the initial conditions 

will not affect our deterministic forecasts. On the contrary, in deterministic systems with 

SDIC, prediction of the future values of the variables would be possible only if the initial 

conditions could be measured with infinite precision. This is certainly not the case” 

(Gandolfo, cit. pag. 504). Il problema non è definire la dinamica futura se noi conosciamo 

esattamente le condizioni iniziali. Ma dal momento che l’esatta conoscenza delle condizioni 

di partenza della variabile, specialmente se soggette anche a piccolissimi errori di 

valutazione o misurazione sono, in molti casi, impossibili a definire con esattezza, allora la 

previsione della dinamica futura è anch’essa impossibile a definirsi.  Quello che noi abbiamo 

analizzato in questo paragrafo è comunque un caos di tipo deterministico, generato 

endogenamente dalla struttura matematica del modello che, dati certi valori del parametro 

w e condizioni iniziali su k, comporta dinamiche completamente diverse. Come vedremo in 

seguito, l’introduzione di ipotesi di dinamica in parte deterministica e in parte stocastica sia 

su K che su L che, congiuntamente, definiscono k e, aggiungeremo per questo caso specifico, 

anche su s e B, comportano che anche w e k che, formalmente, appaiono deterministiche, 

siano in effetti in parte deterministiche e in parte stocastiche anch’esse. Questo contribuisce 

ad aumentare l’erraticità della dinamica del modello, andando a sovrapporre alla dinamica 

caotica generata endogenamente dalla struttura matematica del modello stesso, elementi di 

natura aleatoria. In tal caso si parla anche di ‘ipercaos’. “Con il termine ipercaos, invece si 

intende la descrizione di quei fenomeni che possono essere caratterizzati da un caos 

deterministico nella particolare condizione in cui ad essi viene sovrapposto un rumore di 

fondo. La doppia casualità che ne consegue viene chiamata ipercaos. In questa situazione si 

può verificare un salto fra i vari bacini di attrazione” (Gatto e Marino, 1998, pag. 22).  Come 

vedremo, nella soluzione delle equazioni dinamiche stocastiche, vi è la presenza di un 

termine aleatorio che rappresenta un processo di Wiener che è sconosciuto e che rende tale 

soluzione diversa da quella delle equazioni ordinarie. Procedendo nell’analisi, occorre 

rilevare che esiste anche un metodo per calcolare il cosiddetto livello di caoticità di un 

sistema, attraverso gli esponenti di Lyapunov che dipendono dal valore del parametro w,  

della variabile di stato k da cui iniziano le iterazioni, e dal numero N delle iterazioni stesse. 

Per mappe unidimensionali, ovvero caratterizzate da una sola variabile di stato, tale valore è 

dato da: 

(5.5)                                                     

  
 

 
             

 

   

 

dove V è il limite della espressione a destra quando N tende a infinito. Se tale valore è 

positivo il sistema è caotico, altrimenti se è negativo il sistema tende a un punto di equilibrio 

o a un ciclo che si ripete con regolarità. 
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Occorre tenere presente, comunque, che se si escludono le prime poche iterazioni, esiste un 

solo valore dell’esponente di Lyapunov per qualunque valore iniziale della variabile k, dato il 

valore del parametro w. Dopo un numero sufficiente di iterazioni il valore di V converge, 

dato w, ad un unico valore indipendentemente dal valore iniziale di k. Per ogni dato w 

avremo dunque un unico V. Quando invece siamo in presenza di sistemi composti da più 

variabili di stato, allora avremo per ognuna delle variabili un esponente di Lyapunov, e la 

stabilità del sistema è garantita solo se ciascuna di tali variabili è caratterizzata da un 

esponente di Lyapunov negativo. Nel caso che alcune variabili presentino un esponente di 

Lyapunov positivo, allora siamo in presenza di un sistema caotico, e la caoticità del sistema 

dinamico può essere data dalla somma degli esponenti positivi. ”Tale grandezza è nota come 

entropia di Kolmogorov-Sinai e può essere assunta come indicatore del grado di 

imprevedibilità del sistema: maggiore è l’entropia di Kolmogorov-Sinai, maggiore è il grado 

di imprevedibilità (…) possiamo anche affermare che in un sistema caotico almeno un 

esponente di Lyapunov è positivo” (Bertuglia e Vaio, cit. 2007 pag. 196-197). Il grafico 

seguente riporta l’andamento degli esponenti di Lyapunov per mappe unidimensionali: 

 

 

Nel grafico che riporta l’andamento degli esponenti di Lyapunov per un valore di w 

compreso fra 2.5 e 4, i valori negativi riportati sull’asse delle ordinate stanno a significare 

l’assenza di caos e la convergenza a un punto di equilibrio o a un qualche ciclo che si ripete 

nel tempo, mentre i valori positivi indicano presenza di caos che si manifesta dopo che il 

valore di w ha superato il valore soglia di 3.56994 (numero di Feigenbaum) anche se vi sono 

valori dell’esponente negativi anche oltre tale valore soglia che indicano uscita temporanea 

dalla zona del caos (fenomeno della  intermittenza). Il valore massimo che l’esponente di 

Lyapunov può raggiungere è per w = 4 ed è V = 0.693715 = ln(2). Inoltre, quando la linea che 
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indica la dinamica  dell’esponente partendo da valori negativi risale e tocca la linea dello 

zero senza attraversarla, significa che il sistema perde stabilità e si sdoppia dando luogo 

prima a un ciclo in cui il sistema rimbalza stabilmente fra due valori (quando w supera la 

soglia critica di 3), uno maggiore e l’altro minore del punto di equilibrio (two-cycle),  poi 

perde nuovamente stabilità e l’esponente tocca nuovamente la linea dello zero dando luogo 

ad un ciclo stabile fra quattro valori (four-cycles)  (quando       ), poi otto, sedici e 

così via. E’ il fenomeno del ‘period-doubling’, ovvero del raddoppiamento del periodo di 

oscillazione, che dà luogo alla cosiddetta biforcazione flip. Valori positivi dell’esponente, che 

quindi attraversano la linea dello zero, danno origine come abbiamo già detto, alla zona 

caotica.2 Come vedremo meglio in seguito, nel linguaggio dei sistemi complessi e della 

sinergetica, tale fenomeno del raddoppiamento di periodo fino al raggiungimento della zona 

del caos, comporta quella che viene definita autorganizzazione del sistema, ovvero il sistema 

perde la precedente stabilità e si autorganizza dando luogo ad una nuova configurazione di 

stabilità e così via. Esiste un metodo per calcolare i valori di w ai quali si verificano i 

successivi raddoppiamenti di periodo, dove la vecchia orbita perde stabilità dando luogo ad 

una nuova orbita. Sapendo che la prima biforcazione avviene per un valore di w = 3 e la 

seconda per un valore di w = 3.4495, e conoscendo il valore della costante di Feigenbaum, δ 

= 4.669, la terza biforcazione avviene a: 

(5.6)                        

   
     

 
           

        

     
                 

La quarta biforcazione e le successive si calcolano allo stesso modo, basta inserire i successivi 

valori di biforcazione aumentando i pedici di 1 e via di seguito. Per esempio, la quarta 

biforcazione avviene  a w = 3.56441, la quinta a w = 3.56876, la sesta a w = 3.56969  etc.  

Tutte queste biforcazioni flip, danno luogo a raddoppiamenti di periodo dell’orbita fino a che 

si raggiunge il valore per cui si entra nella dinamica caotica.3   

Questo fenomeno dei successivi raddoppiamenti di periodo è osservabile anche attraverso 

l’albero di Feigenbaum: 
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Come è possibile rilevare, quando il valore del parametro w supera il valore di 3, il punto di 

equilibrio dato da (w-1)/w, diventa instabile e si origina un ciclo di tipo two-period che è a 

sua volta stabile. Ovviamente per ogni valore di w il ciclo rimbalza fra due valori di k diversi, 

uno maggiore e uno minore del punto di equilibrio. Dopo       , si ha ancora un 

raddoppiamento di periodo tipo four-period e così via fino a che tali raddoppiamenti 

diventano non più identificabili e si entra nella zona caotica che non è però infinita in quanto 

gli intervalli bianchi (cosiddette ‘finestre’) rappresentano zone dove si ripresentano orbite 

cicliche stabili. Dal grafico che rappresenta la sequenza degli esponenti di Lyapunov, ciò 

corrisponde al fatto che tale esponente torna ad essere nuovamente negativo. Il seguente 

grafico mostra la dinamica del sistema per w = 3.2  e w = 3.5. 

 

La linea blu rappresenta la dinamica per w =3.2  e quella rossa per w = 3.5. E’ agevole 

rilevare come si abbia, nel primo caso un’orbita con due periodi di oscillazione, mentre nel 

secondo caso un orbita con quattro periodi di oscillazione. In relazione a  questa parte, 

possiamo calcolare anche i valori specifici che l’esponente di Lyapunov assume con i dati che 

abbiamo utilizzato: con w = 2.85 e k(t)=0.88 esso è -0.16252, con w = 3.92 e k(t) = 0.88 è 

0.53166 e con w = 3.92 e k(t ) = 0.881 è 0.53176. Il calcolo è stato eseguito fino a 50.000 

iterazioni. I valori confermano nel primo caso che l’orbita converge al punto di equilibrio 

data la negatività dell’esponente, mentre negli altri due casi l’orbita è caotica in quanto 

l’esponente è positivo.4 

Per esemplificare, si possono riportare i valori dell’esponente di Lyapunov relativi ad alcuni 

valori del parametro w: 

w  =  0.5      L  =  - 0.6932 

w  =  1         L  =  - 0.0003 

w  =  2.1      L  =  - 2.3025 
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w  =  3         L  =  - 0.0002 

w =  3.5       L  =  - 0.8720 

w  =  3.8282  L  =    0.2632 

w  =  4           L  =    0.6932 

Come si può rilevare, quando il sistema si trova nei punti dove cambia radicalmente 

dinamica, il valore dell’esponente si avvicina di molto allo zero (es. i punti 1 e 3 del 

parametro)  ma senza mai toccarlo, per poi allontanarsene e riavvicinarsi nei successivi punti 

di biforcazione dove si hanno nuovi sdoppiamenti di periodo e via di seguito. La linea dello 

zero viene oltrepassata e l’esponente diventa positivo quando il parametro oltrepassa il 

numero di Feigenbaum  (Lynch, cit. pag. 283 ). Il fatto che anche una volta entrati nella 

regione caotica, si possano avere esponenti di Lyapunov negativi e quindi una temporanea 

dinamica periodica rappresentata dalle striature bianche nell’albero di Feigenbaum, significa 

anche che piccole variazioni nel parametro che guida il sistema comporti dinamiche 

completamente diverse pur con condizioni iniziali della variabile identiche. 

 

Il grafico mostra la diversità del sentiero dinamico (pur sempre caotico) per un valore iniziale 

di k(0) = 0.3 e w = 3.7 (linea blu) e w = 3.701 (linea rossa).  La piccola differenza nel valore del 

parametro genera due orbite completamente diverse. Questo fenomeno si può verificare 

anche nella regione caotica, quando piccolissime variazioni nel valore del parametro 

comportino una temporanea uscita dalla regione stessa, con conseguente valore negativo 

dell’esponente di Lyapunov, e viceversa. Questo fenomeno viene definito come ‘dipendenza 

sensitiva dal parametro’. “The fact that, in the chaotic region, chaotic and non-chaotic 

parameter values are densely interwoven gives rise to a sensitive dependence on 

parameters (SDP), i.e, arbitrarily small changes in the parameter values lead to drastic 

alterations in the mode of behaviour of the system. As Schuster (1989, pag.63) has aptly 

observed, the practical implications of SDP are even worse than those of sensitive 
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dependence on initial conditions” (Medio, 1992, pag. 165). Dobbiamo ora accennare ad 

un’altra questione di non secondaria importanza. Nelle specificazioni iniziali del modello, 

abbiamo detto che il valore di k(t) non può essere maggiore di 1 altrimenti si verificano valori 

negativi alla successiva iterazione che proseguono all’infinito. Non esiste modo, 

nell’equazione logistica, che una volta innescatosi un meccanismo che porta a valori negativi 

della variabile del sistema, questo possa successivamente tornare a valori positivi. Una volta 

verificatosi il valore negativo, avremo che l’espressione fuori parentesi sul lato destro 

dell’equazione è sempre negativa e quella dentro parentesi sempre positiva. La prova di ciò 

è molto semplice. Comunque, dato il significato economico che k(t) riveste, questo non 

avrebbe senso. Per far in modo che questo non si verifichi, abbiamo considerato k(t) non 

come il livello assoluto del rapporto capitale-lavoro, ma come il rapporto fra il valore 

assoluto esistente ad una certa data e un valore massimo ritenuto desiderabile o sostenibile 

per le imprese. Ma se il valore di w fosse maggiore di 4, si verificherebbe lo stesso 

fenomeno, a meno che il valore iniziale di k(t) si trovi esattamente al livello del suo valore di 

equilibrio diverso da zero. Allora,  il valore di equilibrio di k dato da (w-1)/w, si ripeterebbe 

all’infinito. Anche per questo caso, la prova è molto semplice. Supponiamo di avere w = 5 e 

k(0) = 0.8. Allora il valore di equilibrio diverso da zero è dato (5-1)/5 = 0.8, ed avremo per 

tutte le successive iterazioni, che 5*0.8*(1-0.8) dà sempre 0.8. Dal momento che questo è 

sicuramente casuale nel verificarsi, è chiaro che il valore del parametro w > 4 comporti valori 

negativi della variabile in modo irreversibile. Se vogliamo che il modello abbia una logica dal 

punto di vista economico, è necessario imporre che il parametro non superi questo limite, 

ma in questo caso non è facile se si considera che in questo modello w risulta da una 

combinazione di altri tre parametri la cui dinamica è in molti casi difficile a definire  e 

prevedere. Il modo con cui un valore di w > 4 conduca il modello a valori negativi ad un certo 

stadio del processo iterativo (sempre considerando che k(0) non sia già al suo valore di 

equilibrio non zero),  dipende da una serie di fattori. Per una generica variabile x(t) si ha:  

1) Per un dato valore di x(0 ) < 1, più elevato è il valore del parametro minori iterazioni 

sono necessarie affinchè si abbia x(t) < 0. 

2) Se il primo valore negativo di x(t) si verifica alla stessa iterazione per due valori 

diversi di w > 4, allora il valore di x(t), in valore assoluto, sarà maggiore per il valore di 

w più elevato, ovvero x(t) decresce più velocemente quanto più elevato è w. 

      La questione è facilmente dimostrabile con qualche semplice esempio numerico: 

      Per  w = 4.01 e x(0) = 0.3  il valore di x(t) diventa negativo alla diciassettesima iterazione. 

Per  w = 4.2   e x(0) = 0.3              “                               “                   quarta iterazione. 

Inoltre per w = 5.2 e x(0) = 0.3     abbiamo x(t) < 0 alla seconda iterazione con x(t ) = -

0.522413 

       Per w = 6.2 e x(0) = 0.3                                 “                              “                  con x(t) =-2.43786 

      Per w = 6.5 e x(0) = 0.3                                   “                             “                           x (t)=-3.23846 
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Le sequenze di cui sopra confermano quanto specificato in precedenza. Anche il valore 

iniziale  x(0) influisce sul numero di iterazioni necessarie perché si verifichi un valore x(t) < 0. 

Il numero di iterazioni diminuisce per un x(t) crescente fra 0.1 e 0.5 e decrescente fra 0.9 e 

0.5. Quindi valori prossimi a 0.5 comportano un più basso numero di iterazioni. Comunque, 

quando il valore di x(0) è minore di 0.1 e maggiore di 0.9, il numero di iterazioni prima 

diminuisce nuovamente e poi torna a salire per valori molto prossimi a 0 e 1. Anche qui un 

semplice esempio supporta questa affermazione. Si abbia un valore di w = 4.2. Avremo allora 

la seguente sequenza: 

x(0) = 0.1                   x(t) < 0            alla 18/a iterazione      con  valore    -0.172608 

x(0) = 0.2                   x(t) < 0                     7/a iterazione             “              -0.220432   

x(0) = 0.49                 x(t) < 0                     2/a iterazione             “              -0.21856 

x(0) = 0.52                 x(t) < 0                     2/a iterazione             “              -0.21275  

x(0) = 0.64                 x(t) < 0                     5/a iterazione             “              -0.212142  

x(0) = 0.9                   x(t) < 0                    18/a iterazione            “              -0.172608 

x(0) = 0.04                 x(t) < 0                      4/a iterazione            “              -0.132032 

x(0) = 0.96                 x(t) < 0                      4/a iterazione            “              -0.132032 

x(0) = 0.001               x(t) < 0                      8/a iterazione            “              -0.198449 

x(0) = 0.998               x(t) < 0                      6/a iterazione            “              -0.218455 

Ovviamente, se w aumenta, come già precedentemente rilevato, il numero di iterazioni 

diminuisce. Il problema fondamentale che ora sorge, e che è caratteristico di tutti i modelli 

espressi in forma logistica standard dove il parametro guida del sistema è la risultante di una 

serie di altri parametri, come nel nostro specifico caso, è che nessuno garantisce che tale 

parametro sia minore od uguale a 4. Lo si assume perchè altrimenti il modello, salvo il caso 

eccezionale prima analizzato, non funziona ed economicamente non ha nessun senso, ma fra 

assumerlo per comodità di analisi e di risultati e verificarlo nella realtà vi può essere una  

differenza certamente non irrilevante. In seguito il problema sarà ancora ripreso, in merito 

alla questione del controllo del caos. Vediamo ora cosa potrebbe succedere nello specifico 

modello di Day che stiamo trattando. Ricordiamo che: 

(5.7)                                                        

  
  

   
 

Supponiamo che particolari valori della propensione marginale al risparmio, del coefficiente 

tecnologico, e del tasso di  crescita della forza-lavoro, comportino un valore di w = 4.2. 

Allora, come abbiamo visto sopra, in base al valore iniziale k(0), dopo un certo numero di 
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iterazioni, k(t) diventerà negativo, a meno che si abbia, per puro caso, k(0) = 0.7619 che è il 

valore di equilibrio dato da (4.2-1)/4.2. Ma noi sappiamo che da un punto di vista economico 

ciò non ha nessun senso in quanto starebbe a significare un rapporto capitale/lavoro 

negativo. L’unico  modo per accettare tale negatività, potrebbe essere quello di trasformare 

l’equazione in modo tale da porla in termini di saggio di variazione del rapporto 

capitale/lavoro. Allora si possono accettare anche valori negativi, in quanto nulla impedisce 

che tale saggio di variazione possa essere negativo fra un periodo ed una altro. Ma basta 

fare alcune simulazioni per rendersi conto che anche questa ipotesi è, praticamente, 

assurda. Infatti, una volta verificatosi il valore negativo, questo è irreversibile e con valori via 

via crescenti che porterebbero il sistema ad una sicura estinzione. Fatta questa doverosa 

precisazione, supponiamo ora che le autorità preposte alla politica economica, non abbiano 

nessuna possibilità di controllare il parametro tecnologico   e il saggio di crescita della forza-

lavoro n. Allora l’unica possibilità che le autorità hanno, è quella di poter influire sul saggio 

del risparmio, ammesso che tale possibilità esista realmente. Le autorità preposte possono 

cercare di influire sul saggio del risparmio, ma non è detto che vi riescano soprattutto 

quando le manovre predisposte a tale fine sono di tipo indiretto e le decisioni finali spettano 

a soggetti di diversa natura sociale ed economica. Il Governo potrebbe controllare con una 

certa efficacia il saggio di risparmio di soggetti pubblici, ma per quelli privati la questione è 

molto più complessa. Sul piano strettamente tecnico data la struttura del modello, deve 

dunque verificarsi la seguente condizione: 

(5.8)                                                            
  

   
   

Ciò comporta che: 

(5.9)                                         

  
      

 
              

 

   
   

Per esempio, se avessimo : 

(5.10)                                                          

                    

Allora dovremmo avere  : 

(5.11)                                                                    

       

Questo è ciò che si dovrebbe avere per rispettare la condizione di non negatività di k(t) ad 

ogni successiva iterazione, ma il suo verificarsi dipende da tutta una serie di condizioni di cui 

le autorità di politica economica spesso non hanno il controllo. Non esiste nessun 

automatismo certo, per lo meno da un punto di vista quantitativo che è ciò a cui siamo qui  
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interessati, fra strumenti e risultati desiderati, in quanto strumenti e risultati dipendono 

molto spesso dalla volontà di soggetti istituzionalmente diversi. Inoltre, anche se si riuscisse 

a portare il saggio del risparmio al livello desiderato, nel periodo di aggiustamento verso tale 

livello che non sappiamo quanto possa durare, potrebbero verificarsi delle variazioni negli 

altri parametri che richiederebbero ancora un intervento delle autorità di politica 

economica, nel tentativo di aggiustare ancora il saggio del risparmio. Certo, variazioni del 

livello della tecnologia e del tasso di crescita della forza-lavoro probabilmente non subiscono 

modificazioni nel breve e medio periodo ma, almeno sul piano teorico, della questione 

occorre tenerne conto. Qui si tratterebbe di specificare anche il concetto di variabili 

cosiddette lente e veloci, la cui diversità dipende dalla velocità con cui si aggiustano verso un 

certo valore desiderato e che, vedremo meglio in seguito, sono parte fondamentale del 

cosiddetto ‘slaving principle’ o ‘principio di asservimento’ elaborato dal fisico tedesco 

H.Haken che sta alla base della sinergetica. Nel nostro specifico caso, il problema sembra 

diventare, alla lunga, quasi insolubile. Come già detto in precedenza, ritorneremo in seguito 

su tale questione in quanto il problema è comune a molti modelli unimodali espressi nella 

forma logistica standard. 

5.2 Un semplice modello stocastico di inquinamento 

Nel corso di tutto il nostro lavoro, fino ad ora, si è operato sempre in un ambiente 

deterministico, ma si è costantemente messo in risalto come modelli integrati economia-

ambiente siano fortemente soggetti ad incertezza e come questo richieda per una miglior 

specificazione dei vari fenomeni, anche l’utilizzo di modelli stocastici e quindi, come 

strumento analitico, l’impiego di equazioni differenziali stocastiche. Per vedere come ciò 

cambi la natura delle soluzioni rispetto all’utilizzo delle equazioni differenziali ordinarie, 

faremo ricorso prima ad un semplice modello, e poi ad un modello un po’ più complicato in 

diverse formulazioni. Consideriamo due concetti basilari: il primo è quello di intensità di 

capitale dato dal rapporto K/L che indicheremo con k, il secondo è quello di inquinamento 

pro-capite che indicheremo con p.  Si suppone che la dinamica del rapporto capitale-lavoro 

sia descritta dalla seguente equazione differenziale stocastica di Ito: 

(5.12)                                                            

             

Dove µ e σ rappresentano, rispettivamente, la variazione proporzionale e certa del rapporto 

capitale-lavoro rispetto all’incremento temporale, e la variazione aleatoria e proporzionale 

ad un processo di Wiener. La ragione per la quale si utilizza questa formulazione del 

modello, è che, in parte, la dinamica del rapporto capitale-lavoro dipende da elementi più o 

meno certi, quale potrebbe essere il saggio di risparmio o il tasso naturale di crescita della 

forza-lavoro nel breve-periodo (elementi che, a volere essere rigorosi, sono anch’essi di 

natura  aleatoria come abbiamo visto nel paragrafo precedente, per lo meno in un periodo 

medio-lungo. Qui consideriamo che nel breve periodo possano essere in qualche modo 

abbastanza prevedibili o comunque non soggetti a significative variazioni) e, in parte, da 
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elementi fortemente aleatori quali, per esempio, la dinamica dell’investimento interno e 

dall’estero, le prospettive sui profitti attesi, la dinamica del differenziale fra tassi di interessi 

interni ed esteri, il tasso di cambio presente e atteso, il tasso di immigrazione ed 

emigrazione della forza-lavoro, elementi di natura politica quali la stabilità o l’instabilità di 

una certa situazione politica interna e internazionale etc. Vedremo, in seguito, un modello 

un po’ più complesso dove la dinamica stocastica della forza-lavoro e del capitale vengono 

tenute esplicitamente in conto. Consideriamo ora che la dinamica dell’inquinamento pro-

capite sia funzione dell’intensità di capitale, in linea con quanto abbiamo affermato fino ad 

ora, e cioè che un aumento della produttività dovuto ad un incremento del rapporto 

capitale-lavoro e quindi del prodotto pro-capite, comporti un maggior inquinamento. Questo 

è quanto abbiamo anche visto nel modello di Day, ricordando però che nel modello di Day k, 

per ragioni di formulazione dell’equazione logistica, rappresentava il rapporto fra il valore 

presente capitale/lavoro e un massimo ritenuto sostenibile, in modo che fosse compreso fra  

zero e uno. Qui, invece, rappresenta il valore assoluto. Supponiamo che la relazione che lega 

p a k sia del tipo: 

(5.13)                                                                    

        

Applicando la formula di Ito (Malliaris e Brock, 1982, pag. 80 e seg.), dato che 

  

  
   

otteniamo: 

(5.14)                                                    

    
 

 
       

 

  
  

 

 
       

Inserendo al posto di dk e     l’equazione differenziale stocastica definita sopra e 

sviluppando secondo le regole del calcolo stocastico dove: 

(5.15)                                         

                          

otteniamo: 

(5.16)                                                        

           
  

 
     

e quindi: 

(5.17)                                                       
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Essendo µ e σ delle costanti, l’equazione p = ln(k) segue un processo di Wiener con drif-rate 

uguale a           e variance-rate uguale a     . 

Integrando tutti i termini di ambo i lati, rispettivamente verso p, t, W otteniamo: 

(5.18)                                                             

     
   

 
    

Ma ricordando che p = ln(k), e indicando con k(0) il valore iniziale di k, possiamo ottenere la 

soluzione anche per k: 

(5.19)  

                                                                   
   

  

 
     

 

E’ possibile quindi dedurre dalla soluzione che, la dinamica di k, dipende non solo dal suo 

valore iniziale e dai parametri ma anche da un processo aleatorio di Wiener che è 

sconosciuto e, a differenza di quanto avviene per la soluzione delle equazioni differenziali 

ordinarie, rende tale soluzione non differenziabile in quanto il processo di Wiener non è 

derivabile. Come già detto in precedenza, tornando alla espressione per dp, possiamo 

affermare che p = ln(k) segue un processo di Wiener con drift-rate e variance-rate come 

definiti in precedenza. Se consideriamo il cambiamento di p fra l’epoca corrente t e un 

istante futuro T, esso è distribuito in modo normale con: 

(5.20)                                             

        
  

 
                           

Allora, dato che p = ln(k) avremo che: 

(5.21)                                                       

                  

e quindi: 

(5.21A)                                         

                   
  

 
                  

La dinamica di k  segue quindi una distribuzione di probabilità log-normale. 

Facciamo ora un semplice esempio numerico. Si considerino: 

(5.22)                                         
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Inserendo questi dati nella espressione sopra, otteniamo: 

(5.23)                                                             

                 

Quindi, con un intervallo di confidenza del 5%, avremo che kT  è compreso, con probabilità 

del 95%, nel seguente intervallo: 

(5.24)                    

                                             

dove 0.0565 è la deviazione standard relativa alla varianza 0.0032, ovvero 0.0565 =        . 

Quindi otteniamo: 

(5.25)                                                 

                                           

Da cui segue: 

(5.26)                                                                  

              

Questo significa che fra un periodo di (T-t ) = 2 anni il rapporto capitale-lavoro, con 

probabilità del 95%, cioè con un intervallo di confidenza del 5%, sarà compreso fra i valori 

sopra indicati. Chiaramente, data la relazione fra p e k, è possibile anche stimare il campo di 

variabilità per p. Cambiando i parametri, tale  campo per k, e quindi anche per p, varia. Se 

tutti i parametri restano uguali ma varia (T-t), ad esempio 1 invece di 2, otteniamo sempre 

con probabilità del 95%, il seguente intervallo per k: 

(5.27)                                                            

                 

Data la relazione fra p e k  avremo anche, rispettivamente a T- t = 2  e T-t = 1 : 

(5.28) 

                   

                   

Riducendo l’intervallo di previsione, da 2 anni a 1 anno, diminuisce l’incertezza e quindi si 

restringe il campo di variazione. Se invece aumentassimo σ tale campo si amplierebbe e via 

di seguito. Tale conclusione è abbastanza elementare: riducendo l’orizzonte previsionale, 

diminuiscono le probabilità di shock aleatori e viceversa. (Basti pensare ad un modello di 

previsione atmosferica: l’allungamento del tempo di previsione, rende maggiormente 

incerte le previsioni stesse). Questo esempio segue un esempio tipico in finanza, dove il 

valore di un derivato dipende dal valore di un sottostante e dove, pur essendo la relazione 

che lega il derivato al sottostante, formalmente deterministica, la natura reale di tale 
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relazione è di fatto stocastica in quanto è stocastica la dinamica del sottostante (Pianca, 

2004, pag. 1-12).  Tutto ciò, in relazione al nostro specifico esempio, significa che, essendo la 

dinamica del rapporto capitale-lavoro in parte determinata stocasticamente, tale dinamica 

stocastica si estende anche all’inquinamento pro-capite che, formalmente, appare un 

rapporto di natura deterministica in quanto p = ln(k) è, nella forma, una relazione 

deterministica non comparendo nella struttura della relazione nessun termine aleatorio. Ma, 

essendo stocastico k, automaticamente diventa stocastico anche p. La stocasticità di k si 

estende anche a p. Tutto questo meccanismo ci permette non di individuare l’esatto valore, 

in  questo caso di k, ma la probabilità che ad una certa data futura esso cada in un certo 

intervallo con una certa probabilità. La questione è espressa con molta chiarezza in Malliaris 

e Brock  a proposito della proprietà di Markov: “This theorem is a useful result, particularly 

for economic policy considerations. Suppose that for an economy the process of capital per 

worker is described by the Markov process k(t).  Given that the economy has capital per 

worker k at time s, the economic policy maker may be interested in knowing the probability 

that at some future time t the capital per worker will fall within the interval 

(5.29)                                                           

                        

(Malliaris e Brock, cit. pag. 144-145)”. 

E ancora: “For example, in the deterministic model of economic growth we obtain a 

differential equation whose present state determines its future evolution. The Markov 

property of the stocastic differential  equation of growth is richer in content because the 

current state completely determines the probability of occupying various states at all future 

times” (Malliaris e Brock cit. pag.145). Ricordiamo che un processo di Markov è un processo 

in cui lo stato futuro di una variabile dipende esclusivamente dallo stato attuale, in quanto si 

ritiene che lo stato attuale sia la risultante di tutti gli stati precedenti. Il sistema è un sistema 

senza memoria, in quanto esso ‘si dimentica’di tutti gli stati passati che si riflettono nello 

stato attuale. 

5.3 Estensioni del modello stocastico 

Vogliamo ora ampliare il modello e vedere come la formulazione di due equazioni dinamiche 

stocastiche sia per K che per L, influisca sulla dinamica di k. Le due equazioni sono date da: 

(5.30) 

             
 

                  
 
La prima equazione che definisce la dinamica della forza-lavoro, ci dice che il drift del 
processo, n, è il tasso atteso certo di variazione della forza-lavoro per unità di tempo, mentre 
σ2 è la varianza del processo. Se esprimiamo l’equazione dividendo ambo i lati per L , la 
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nuova espressione ci dice che, in un certo periodo di tempo, il saggio proporzionale di 
crescita della forza-lavoro è normalmente distribuito con media  ndt e varianza σ2dt (da 
ricordare che dW2 è uguale a dt, per le regole del calcolo stocastico). Lo stesso discorso deve 
essere fatto per la seconda equazione, dove r è il saggio di risparmio e la F è la funzione di 
produzione nel modello neoclassico di Solow. Ricordando ora che k = K/L, il lemma di Ito per 
questa particolare formulazione del problema è (cfr. Malliaris e Brock, cit. pag.142-143-144): 
 
(5.31) 
 

   
  

  
   

  

  
   

  

  
   

 

 
  

   

   
         

   

    
           

   

   
        

 
Nonostante la complessità a prima vista dell’espressione sopra, le regole del calcolo 
stocastico che abbiamo definito in precedenza, riducono a zero molte delle componenti di 
tale espressione quando a dK e dL  si sostituiscono le relative definizioni date dalle due 
equazioni che compongono il sistema sopra. 
Senza stare a dover svolgere i relativi calcoli, l’espressione finale che si ricava per dk è la 
seguente: 
 
(5.32)                           

                                 
 
Questa è la nuova espressione per dk, risultante dall’aver esplicitamente formulato una 
dinamica stocastica per K e L.  Il drift-rate e la variance-rate del processo, sono definiti come 
prima, e sono il coefficiente di dt e il quadrato del coefficiente di dW. Se ora definiamo 
nuovamente la dinamica dell’inquinamento pro-capite come in precedenza, e cioè p = ln(k) , 
e per semplicità definiamo la funzione di produzione in forma lineare, f(k) = bk, possiamo 
ripetere l’analisi allo stesso modo, assegnati opportuni valori ai parametri, ed ottenere un 
intervallo di confidenza per k. Per la soluzione analitica di k, integrando l’equazione sopra 
otteniamo, via software, la seguente soluzione: 
 
(5.33)                                     

      
                

        
 

         
 

 

Anche in questo caso la dinamica di k dipende non solo dal valore iniziale k0 e dal valore dei 

parametri, ma anche da un processo di Wiener che è sconosciuto e non è derivabile. E’ 

possibile anche utilizzare un altro metodo di soluzione dell’equazione differenziale stocastica 

utilizzando la formulazione di Stratonovich (Cyganowski-Kloeden-Ombach , 2001, pag. 249 e 

seg.). Tornando alla prima più semplice formulazione del modello, riscriviamo l’equazione 

originale, e consideriamo che sia già posta nella forma di Stratonovich che, per semplicità, si 

ipotizza che sia nella stessa forma di quella di Ito con la stessa struttura dei coefficienti( le 

due formulazioni vedremo, differiscono): 
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(5.34)                                                              

             

Nella formulazione di Stratonovich, riscriviamo la suddetta equazione divisa per k, 

ottenendo: 

(5.35)                                                              

  

 
         

Integrando ambo i membri, risolviamo come una equazione differenziale ordinaria e 

otteniamo: 

(5.36)                                                     

  
 

 
   

 

 

     
 

 

     
 

 

 

E quindi: 

(5.37)                                                               

            

Con soluzione : 

(5.38)                                                                

                

Questa soluzione differisce da quella trovata con il lemma di Ito. Anche per la versione più 

complessa del modello è possibile dare la soluzione con questo secondo metodo, sempre 

considerando che l’equazione abbia la stessa struttura di quella di Ito. Dividendo l’equazione 

che definisce dk per k, e ricordando  che abbiamo posto f(k ) = bk,  otteniamo: 

(5.39)                                                    

  

 
                          

 Quindi integrando ambo i membri: 

(5.40)                                          

  
 

 
   

 

 

           
 

 

                
 

 

 

otteniamo: 

(5.41)                                                 

                             

e quindi come soluzione finale abbiamo: 
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(5.42)                                                   

                                 

che differisce anch’essa dalla soluzione calcolata con il lemma di Ito. E’ comunque possibile 

trasformare, per esempio, la versione di Ito in quella di Stratonovich e viceversa. Le due 

equazioni allora differiscono nella struttura ma hanno la stessa soluzione. Possiamo 

comunque trasformare la forma di Ito nella forma di Stratonovich. In tal caso le due 

equazioni differiscono nella struttura del drift, ma ora la soluzione delle due equazioni 

coincide. Per dimostrazione effettuiamo prima tale trasformazione solo della versione più 

semplice. Riscriviamo per comodità di esposizione la versione di Ito: 

(5.43)                                                    

             

La trasformazione di tale forma in quella di Stratonovich, porta alla seguente equazione: 

(5.44)                                                   

       
     

 
         

Procedendo come sopra, cioè dividendo per k tutta l’espressione e integrando membro a 

membro, si ottiene la stessa soluzione della versione di Ito. Anche per l’altro caso un po’ più 

complesso, il modo di procedere è lo stesso e si può facilmente verificare che le due 

soluzioni sono identiche. Infatti nella versione di Stratonovich abbiamo: 

(5.45)                            

                   
            

 
             

Dividendo ogni membro di destra e di sinistra per k e integrando per k, t, W, otteniamo la 

stessa soluzione della forma di Ito. A differenza di quanto abbiamo fatto fino ad ora, 

possiamo anche formulare il modello in modo diverso, non utilizzando il rapporto capitale-

lavoro, per arrivare alla dinamica dello stock di inquinamento. Consideriamo un modello così 

formulato: 

(5.46)                                           

                   

Nella parte deterministica del modello, i coefficienti di P hanno il seguente significato: 

a  =  tasso di accrescimento dello stock di inquinamento P dovuto alla attività di produzione 

e  consumo . 

b  =   tasso di auto-smaltimento dello stock di inquinamento da parte dell’ambiente stesso.  

c = tasso di  abbattimento dello stock di inquinante dovuto all’attività del Governo.    
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I simboli della parte stocastica hanno il significato noto. Supponendo che l’equazione sia 

nella forma di Stratonovich, procediamo come prima dividendo per P la suddetta equazione: 

(5.47)                                                      

  

 
               

Integrando ambo i membri otteniamo: 

(5.48)                                                

  
 

 
                      

E quindi: 

(5.49)                                                        

                

La soluzione finale, indicando con P(0) il valore iniziale di P, è dunque: 

(5.50)                                                        

                      

La dinamica di P dipende non solo dal termine stocastico, ma anche dalla combinazione dei 

valori di (a, b, c ) che sono tutti positivi. Se invece la formulazione  sopra fosse quella di Ito  si 

avrebbe ancora una soluzione differente come nei casi precedenti. Essa è data, mediante 

soluzione via software, come segue: 

(5.51)                                                       

                   
     

 
    

La soluzione differisce ancora nel termine 
      

 
  Anche in questo caso la trasformazione 

dalla forma di Ito a quella di Stratonovich porta a una struttura nel drift dell’equazione 

diversa, ma le due soluzioni ora coincidono. Considerando che la forma originale sia quella di 

Ito, la forma di Stratonovich è data da: 

(5.52)                                                     

             
     

 
         

Dividendo per P e integrando membro a membro si ottiene la stessa soluzione di Ito. 

Supponiamo ora che l’inquinamento pro-capite X (indicato così per ragioni di simbologia 

utilizzata nella soluzione software), dipenda non solo dal rapporto capitale-lavoro k, ma 

anche dall’abbattimento pro-capite indicato qui con A (la lettera maiuscola è per ragioni di 

formalizzazione del modello). Si abbia infatti: 
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(5.53)                                                             

  
 

 
 

Con f’(k ) > 0 e f’(A) < 0.  Sia k che A  sono definite dalle equazioni differenziali stocastiche di 

Ito del tipo: 

(5.54) 

              

              

Svolgendo ora il differenziale stocastico dX secondo le regole del calcolo stocastico come 

abbiamo visto precedentemente, otteniamo: 

(5.55)                                                

                           

La soluzione è data da : 

(5.56) 

                    
       

 
           

Supponiamo ora che il prodotto pro-capite y sia legato all’inquinamento pro-capite da una     

relazione non-lineare del tipo:   

(5.57)                                                                

              

dove y(0) rappresenta il massimo prodotto pro-capite ottenibile con lo stato della tecnologia 

esistente e con inquinamento pro-capite uguale a zero. Tale relazione rispecchia quanto 

ipotizzato nel secondo capitolo, ovvero che la produttività della forza-lavoro sia in parte 

influenzata negativamente dal riscaldamento globale e, in generale, dal cambiamento 

climatico prodottosi per via dell’accumulo di sostanze inquinanti nell’atmosfera. Allora, 

anche il prodotto pro-capite, la cui relazione con X è formalmente deterministica, diventa 

stocastico in quanto è stocastico X. Inserendo nella suddetta relazione la soluzione di X(t), 

otteniamo la seguente soluzione per y(t): 

(5.58) 

       
   

               
       

 
        

   

E’ comunque possibile risolvere il sistema stocastico originale (5.54) anche senza passare, in 

questo caso, dallo sviluppo della formula di Ito in quanto le due equazioni sono indipendenti 

e possono essere risolte indipendentemente l’una dall’altra. Dividendo poi la soluzione di 
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k(t) per quella di A(t) si ottiene quella di X(t). Infatti per quanto riguarda k ed A 

rispettivamente, abbiamo: 

(5.59) 

       
    

  

 
     

      

       
    

  

 
     

      

Dividendo ora k(t) per A(t), e ponendo X(0) = k(0)/A(0), e sviluppando gli esponenti, 

otteniamo la stessa soluzione che con la formula di Ito. Infatti abbiamo: 

(5.60) 

   
     

   
 

      

     
   
 

      

 

Portando il denominatore al numeratore ed elevandolo a (-1) e sviluppando, si ha 

esattamente quanto ottenuto con lo sviluppo della formula di Ito.  Per quanto riguarda il 

prodotto pro-capite, la soluzione è anch’essa esattamente la stessa ottenuta in precedenza. 

La funzione dell’inquinamento pro-capite potrebbe essere posta in una forma leggermente 

più complicata di quella sopra tenendo conto di fattori tecnologici che, da una parte 

considerano la possibile variazione dell’intensità di capitale quale elemento che aumenta le 

emissioni di inquinante pro-capite dovute ad un maggior output, e dall’altra tengono conto 

dell’efficacia dell’abbattimento pro-capite nel contrastare l’intensità di cui sopra. La forma 

potrebbe essere definita nel seguente modo: 

(5.61)                                                              

       
 

 
  

dove h è un parametro tecnologico che può avere valori maggiori o minori di  zero, e che 

riassume i due effetti definiti sopra. Quando esso è positivo, significa che esistono fattori di 

natura tecnologica o altro, che amplificano gli effetti dovuti al normale rapporto k/A. 

Quando h è negativo si ha l’effetto opposto.  Con h = 0, la (5.61) si riduce alla (5.53). Non vi è 

nessun effetto di scala rappresentato dal parametro h. Comunque, le due equazioni 

stocastiche di Ito sono le stesse viste in precedenza, ma lo sviluppo del calcolo stocastico 

comporta ora la seguente equazione finale: 

(5.62)                                 

                                     

La soluzione è un po’ più complicata delle precedenti. Comunque essa è data da: 
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(5.63)                            

    
                

 
  

                   
   

La soluzione finale completa dell’inquinamento pro-capite relativa alla (5.57) è data da: 

(5.64)                         

             
                

 
 
                    

 

Valgono ovviamente tutte le considerazioni fatte in precedenza sulle soluzioni di equazioni 
differenziali stocastiche e soprattutto per quanto riguarda la presenza di W  nella soluzione 
finale. In merito al problema appena analizzato, come già evidenziato sopra, è evidente 
come il termine    in base alla positività o negatività di h può contribuire ad aumentare o 
diminuire l’effetto di un certo rapporto capitale-lavoro sull’effetto abbattimento pro-capite. 
Per esempio, l’effetto di un certo k sulle emissioni pro-capite può essere talmente elevato, 
data la tecnologia prevalente, da più che compensare l’effetto opposto dell’abbattimento 
pro-capite ed avere così un effetto di scala. Quindi, la crescita di k fa aumentare più che 
proporzionalmente il livello delle emissioni pro-capite X. Alla fine, comunque, la maggior 
produttività di un dato k si risolve in un diminuito prodotto pro-capite per via degli effetti 
dello stock di inquinante accumulato sul prodotto complessivo in base a tutte le 
considerazioni ed ipotesi adottate nel nostro lavoro e, in questo caso specifico, per via della 
(5.57) dove y è negativamente correlato a X. Infatti la derivata di y rispetto a X è data da : 
 
(5.57A) 

  

  
              

 
Dalla (5.61), invece, la derivata di X rispetto a k è data da : 
 
(5.61A) 

  

  
 

  

 
   

Tale condizione si verifica sia per h > 0 che per h < 0 anche se, ovviamente, con intensità 
diversa. Quindi un aumento di k si risolve, in ultima analisi, in una diminuzione di y. Infatti 
abbiamo: 
 
(5.57B) 

  

  
  

  

  

  

  
    

 
Ovvero: 
 
(5.57C) 

              

 
   

 
Ovviamente, se h è negativo, devono essere tratte conclusioni di tipo opposto. 
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5.4 Caos deterministico o dinamica stocastica?  
Vorrei cercare di trattare questa questione in modo non tradizionale non soffermandomi 

troppo su questioni di differenze analitiche fra le due definizioni di comportamento erratico 

di una variabile o un gruppo di variabili che definiscono la dinamica di un sistema. Molto 

spesso le relazioni strutturali analiticamente definite fra tali variabili, non sono pienamente 

esplicative degli effettivi rapporti che intercorrono fra i vari soggetti economici che operano 

nel sistema reale e la cui natura definisce le caratteristiche fondamentali del sistema stesso. 

Soprattutto quando si ha a che fare con rapporti di tipo economico-sociale, la traduzione in 

un modello matematico dei rapporti intercorrenti fra i vari agenti economici, diventa 

un’operazione molto difficile e spesso rischia di non avere un gran significato. L’incertezza 

che molto spesso caratterizza i comportamenti reciproci fra i vari agenti economici, la 

psicologia sottostante a tali comportamenti, le reazioni e controreazioni ai comportamenti 

degli altri, diventa in molti casi difficilmente matematizzabile in forma di modello, a costo di 

notevoli semplificazioni. Il modello matematico può essere strumento di primo aiuto, ma 

non può pretendere di rappresentare la realtà in ogni suo aspetto. La cosiddetta operazione 

di riduzionismo, e la pretesa di estendere ai modelli economico-sociali i principi della fisica 

classica, la cosiddetta ‘econofisica’, non può essere un valido strumento di comprensione dei 

reali rapporti fra i vari soggetti economici. Fare un’operazione di riduzionismo significa 

scomporre un sistema complessivo in una serie di sub-sistemi, analizzare la dinamica di ogni 

sub-sistema e concludere che la dinamica dell’intero sistema risulta dalla somma delle 

singole dinamiche dei singoli sub-sistemi. Un’operazione del genere ignora i rapporti 

intercorrenti fra i singoli sub-sistemi stessi, ignora che ogni sub-sistema può avere una 

propria specifica dinamica diversa da quella di ogni altro, e quindi non considera che la 

dinamica complessiva del sistema origina da questa fitta rete di interrelazioni reciproche che 

spesso sono di natura non-lineare e che possono condurre a configurazioni del sistema le più 

varie possibili, dando origine a quelli che vengono definiti sistemi complessi. Sempre 

secondo Bertuglia e Vaio:  “La complessità si può caratterizzare attraverso le due dimensioni 

di differenziazione e connessione. Differenziazione significa varietà, eterogeneità, significa 

che differenti parti del sistema  si comportano in modi differenti. Connessione corrisponde, 

invece, ai vincoli che legano le parti componenti le une alle altre, corrisponde al fatto che 

parti diverse non sono indipendenti le une dalle altre, ma anche al fatto che la conoscenza di 

una parte permette la determinazione di caratteristiche di altre parti” (Bertuglia e Vaio, 2007 

cit. pag. 316). E ancora: ”L’evoluzione di un  sistema dinamico dipende, in generale, da un 

insieme di parametri di controllo: per valori bassi di questi si ha la tendenza verso l’equilibrio 

stabile, mentre per valori alti si ha la produzione di caos, nel quale le traiettorie dinamiche  

sono caratterizzate da esponenti di Lyapunov positivi. In una zona intermedia dei valori dei 

parametri di controllo, il sistema manifesta la tendenza a creare nuove configurazioni, che 

sono differenti sia da quelle stabili dell’equilibrio asintotico sia dal caos, e ad assumere 

nuove proprietà funzionali che per valori più bassi dei parametri non erano presenti. Il 

sistema  manifesta proprietà emergenti: lì, in quella zona intermedia fra ordine e caos, la 

zona del margine del caos, la zona dell’apparizione improvvisa (emergence) di proprietà 

inaspettate, diciamo che un sistema dinamico manifesta un comportamento molto 



 

192 
 

particolare, che chiamiamo complessità” (Bertuglia e Vaio, 2007 cit. pag. 304-305). In termini 

dell’equazione logistica che abbiamo ampiamente analizzato in precedenza, si può dire che 

la zona dell’ordine è caratterizzata da valori del parametro che guida il sistema inferiori a 3, 

dove si ha stabilità asintotica, ricordando che quando il parametro è inferiore a 1 l’unico 

punto di equilibrio asintoticamente stabile per la variabile è lo zero. La zona del caos si 

presenta quando il valore del parametro supera 3.56994. Quindi, la zona intermedia fra 3 e 

3.56994, è la zona della complessità, dove a seconda dei valori assunti dal parametro si 

configurano sempre situazioni nuove (emergenti) con orbite che subiscono successivi 

raddoppiamenti di periodo. Il sistema si autorganizza, reagisce alle variazioni del parametro 

dandosi sempre configurazioni nuove. Cerchiamo ora di specificare meglio questo concetto 

di interconnessione fra sub-sistema di cui si compone un sistema globale. Sia tale sistema 

indicato con X, e sia: 

(5.65)                                                                

                 

un vettore che indica in quanti sub-sistemi è suddiviso il sistema globale X. Si assume che 

ogni sub-sistema xi  sia governato nella propria dinamica da una serie di parametri, ma di cui  

per semplicità dell’analisi solo uno, λi ,  sia determinante per l’evoluzione dinamica del sub-

sistema stesso. Gli altri parametri, pur presenti, svolgono una funzione marginale: ovvero, 

una loro variazione, comporta cambi irrilevanti sulla dinamica  dell’intero sub-sistema e del 

sistema complessivo. Ovviamente, non è detto che ciò sia sempre vero. Più parametri 

possono definire congiuntamente la dinamica di un sub-sistema ma, per non appesantire 

l’analisi, escludiamo questa possibilità. E’ chiaro che se più parametri sono fondamentali nel 

definire la dinamica di ciascun sub-sistema, la questione presenta una maggior complessità.  

I vari sub-sistemi sono interrelati fra di loro da relazioni causali non-lineari, la cui esatta 

forma strutturale è di difficile identificazione se non, in molti casi, impossibile. Allora la 

dinamica di ciascun sub-sistema contribuisce e a determinare la dinamica di altri sub-sistemi 

e, quindi, quella del sistema globale. Tuttavia, alcuni sub-sistemi possono avere relazioni 

molto deboli con gli altri sub-sistemi e con il sistema globale e, in alcuni casi, esse possono 

essere addirittura nulle. Allora una variazione nel comportamento dinamico di tali sub-

sistemi, che chiamiamo marginali, avranno una influenza irrilevante o nulla sulla dinamica 

degli altri e del sistema complessivo. Esprimendo l’intensità di tali relazioni fra sub-sistemi in 

forma matriciale, la dimensione di ciascun  elemento della matrice  rappresenta l’intensità 

delle relazioni fra un sub-sistema e gli altri. Elementi zero della matrice, stanno a significare 

relazione nulla fra due specifici sub-sistemi. La variazione nella dinamica di ciascun sub-

sistema deriva dalla variazione improvvisa del valore del parametro che ne guida 

l’evoluzione e, quindi, ciò comporterà, dato il tipo di relazione forte o debole intercorrente 

tra tale sub-sistema e gli altri, una variazione o meno nella dinamica del sistema globale. In 

definitiva, la dinamica di ogni sub-sistema dipende, a livelli di intensità più o meno forti, 

anche dalla dinamica del parametro che guida ognuno degli altri sub-sistemi. Formalmente, 

tale complesso intreccio di interrelazioni fra sistema globale e sub-sistemi, e fra i sub-sistemi 

stessi, può essere così espresso: 
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(5.66) 

  

  
   

   

  
 
   

  
    

   

  
  

   

  
                                       

Quest’ultima espressione indica che la dinamica di ciascun sub-sistema dipende dallo stato 

dello specifico sub-sistema stesso e degli altri, e dal valore dei parametri che guidano 

l’evoluzione di ognuno dei sub-sistemi. Proseguendo nell’analisi, supponiamo che ogni 

specifico sub-sistema sia governato da una dinamica di tipo logistico in tempo discreto, del 

tipo: 

(5.67)                                                      

                            

Se in un determinato sub-sistema, il parametro che ne guida l’evoluzione diventa tale da 

comportare una dinamica caotica, quale conseguenza tale improvviso cambio nella dinamica 

singola avrà sulla dinamica degli altri sub-sistemi? E quale conseguenza sulla dinamica 

dell’intero sistema? Ciò dipende dal tipo di legame strutturale che unisce tale sub-sistema 

dove si è verificato un improvviso cambio della dinamica con gli altri sub-sistemi e con il 

sistema globale. Diventerà anch’esso caotico, oppure le relazioni che  ha con gli altri sub-

sistemi sono tali da assorbire in modo sostanziale l’avvenuta caoticità dello specifico sub-

sistema?  

5.5 Una breve digressione sulle reti neurali 

Il meccanismo appena descritto non differisce, nella sostanza, dal funzionamento delle  ‘reti 

neurali’, ovvero dalla riproduzione artificiale del funzionamento del cervello umano. Anche 

qui si tratta di analizzare come un neurone (un sub-sistema nel linguaggio da noi utilizzato), 

che riceve segnali in entrata (gli inputs) da altri neuroni (o anche detti in linguaggio 

ingegneristico, canali di ingresso), mediante una funzione di trasferimento produca un 

output finale da trasmettere ad un altro neurone o più neuroni. Ovviamente gli inputs 

ricevuti dagli altri neuroni (gli altri sub-sistemi), non è detto che abbiano la stessa intensità, 

ma producono effetti diversi in base alla ’intensità di connessione sinaptica’. Le sinapsi 

stanno ad indicare la connessione che lega un neurone ad un altro neurone, e sono 

caratterizzate da un peso che  indica l’intensità di tale connessione. Se il nostro neurone in 

questione riceve un segnale molto debole da un altro dei neuroni, allora la sua intensità di 

connessione è molto debole, riflettendosi in  un peso molto marginale nella funzione finale 

di trasferimento.5 “I segnali, sia in ingresso che in uscita, possono assumere un qualsiasi 

valore, in un intervallo continuo compreso fra 0 e 1. Come detto precedentemente, a ciascun 

segnale in ingresso a un neurone, proveniente da un altro neurone, è associato un peso w 

riferito alla specifica connessione da cui il segnale proviene. Il valore assoluto di un peso 

rappresenta la forza della connessione. Si definisce attivazione interna del neurone la 
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somma pesata di tutti i segnali che il neurone riceve in ingresso. Il segnale di uscita dal 

neurone è invece chiamato attività: esso è calcolato applicando una data funzione f, detta 

funzione di attivazione o di trasferimento, la quale assume come variabili indipendenti i 

segnali in ingresso pesati, e fornisce come variabile dipendente il segnale in uscita dal 

neurone.” (Bertuglia e Vaio, 2011, pag. 176). I pesi attribuiti  agli inputs in ingresso che 

provengono dai neuroni, detti anche canali in ingresso in un linguaggio ingegneristico, 

possono essere positivi o negativi. Nel primo caso, il canale in ingresso è eccitatorio,  nel 

secondo inibitorio. Il valore assoluto di un peso rappresenta la forza di connessione.  

Vediamo ora come questo principio può operare all’interno di un modello di accumulo dello 

stock di inquinante, e come questo può influire sul generale sistema climatico. 

Consideriamo, ad esempio, lo stock di inquinante come un neurone (sub-sistema) che riceve 

impulsi (inputs) da altri cinque neuroni (sub-sistemi, o canali di ingresso) e produce un 

output, mediante un funzione di trasferimento strutturata in un certo modo, sul generale 

sistema climatico. Supponiamo che i cinque sub-sistemi che producono impulsi sullo stock di 

inquinante, e che sono anche in relazione fra di loro, siano dati da: carbon-tax, permessi 

negoziabili, comandi divieti e controlli diretti, backstop technologies, e un’ attività che 

produce emissioni. E’ evidente  che essi avranno impulsi diversi sul sub-sistema stock di 

inquinante, impulsi che si rifletteranno in pesi diversi e quindi daranno origine ad una 

definita funzione di trasferimento dal neurone (sub-sistema) stock di inquinante al sistema 

generale climatico. I primi quattro indicati nell’ordine avranno un peso negativo (e quindi 

sono inibitori) in quanto andranno ad inibire la crescita dello stock di inquinante, mentre il 

quinto (eccitatorio), avrà funzione di accrescere lo stock di inquinante. Tuttavia non è detto 

che tali pesi debbano restare sempre gli stessi. Possono anche variare, mediante il 

cosiddetto apprendimento (nel linguaggio delle reti neurali). Tutto ciò è espresso dalla 

seguente formula: 

(5.68)                                                 

                  

 

   

  

Dove:  yi  = uscita generata dal neurone i una volta che esso si sia attivato. 

             xj  = uscite dei neuroni j verso il neurone i  

           wij =  pesi delle singole connessioni (sinapsi). 

Il primo termine fra parentesi definisce  la sommatoria pesata delle connessioni mentre il 

secondo rappresenta il cosiddetto ‘bias’, dove x0i  è posto sempre uguale ad 1, che  

rappresenta un input aggiuntivo non proveniente da nessun altro neurone, e che funziona 

da soglia di attivazione del neurone stesso. In sostanza, la f ha un valore di attivazione 

iniziale anche senza gli input provenienti da altri neuroni, che è dato da w0i . Il valore di x0i  

potrebbe essere anche posto uguale a -1. In tal caso esso è detto soglia (threshold) ed ha 

l’effetto di abbassare il valore in ingresso della funzione di attivazione.6 Sempre in 
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riferimento al nostro sistema climatico, è allora evidente come la somma pesata degli 

impulsi che afferiscono allo stock di inquinante cambia quando varia l’intensità con cui i vari 

strumenti per abbattere le emissioni di CO2 esplicano i loro effetti, e quando cambia 

l’intensità delle emissioni. Tali intensità non sono altro che i pesi delle varie connessioni.  

Ovviamente l’output, oltre che dalla somma pesata degli inputs e dal bias (o soglia), dipende 

anche dalla forma specifica con cui la funzione di trasferimento trasforma il potenziale di 

attivazione nell’output finale. In generale si adottano funzioni di trasferimento continue e 

differenziabili a forma di S (sigmoidali), come combinazione di esponenziali del tipo: 

(5.69)                                                                   

   
          

          
 

Oppure, in modo più frequente, una funzione di tipo logistico: 

(5.70)                                                          

   
 

     
 

In entrambi i casi A è l’espressione fra parentesi della f, ovvero la somma pesata degli inputs 

e del bias. Inoltre, per ambedue le funzioni, abbiamo  f’(A)  > 0. (Bertuglia e Vaio, 2011 cit. 

pag.179. Per altri tipi di funzione di trasferimento si veda Lynch, cit. pag.397-398). 

Graficamente, la prima di queste funzioni di attivazione è rappresentata nel modo seguente: 

 

Essa è compresa fra [ -1, 1 ]. 

La seconda delle funzioni è rappresentata come segue:                                 
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Essa è compresa fra [0, 1]. Una parte fondamentale del funzionamento delle reti neurali 

risiede, oltre al tipo di struttura di tale rete e alla specifica forma della funzione di 

trasferimento, nel cosiddetto principio di apprendimento, ovvero nel modo in cui i pesi delle 

connessioni fra neuroni vengono modificati per far sì che l’output si avvicini il più possibile al 

risultato desiderato. Infatti, i pesi iniziali teorici attribuiti alle connessioni, non è detto che 

portino immediatamente all’output desiderato e, normalmente, vi sarà uno scarto fra il 

desiderato e l’ottenuto, ovvero vi sarà una cosiddetta funzione d’errore. In generale, la 

scelta iniziale dei pesi avviene in modo del tutto casuale. Scopo dell’apprendimento, è 

ridurre fino ad un limite accettabile tale funzione d’errore mediante una variazione dei pesi 

delle connessioni. Formalmente il meccanismo è il seguente: 

(5.71)                                                   

                      

Dove y = output fornito dalla rete con i dati in ingresso x e i pesi w. 

         y*= valore desiderato 

         α = fattore di apprendimento, ovvero velocità con cui i pesi si modificano 

         (y*-y ) = funzione d’errore. 

         wi(t+1) e wi(t) sono, rispettivamente, il peso dopo e prima della correzione. 

Il procedimento di apprendimento, ovvero di correzione dei pesi, prosegue fino a che il 

risultato fornito dalla rete e quindi la funzione d’errore rientra in un livello ritenuto 

accettabile. A questo punto, i pesi delle connessioni sono quelli che minimizzano la funzione 

d’errore. Questo procedimento, applicato al nostro modello ipotizzato sopra, significa che 

fino a che lo stock di inquinante non raggiunge un livello ritenuto accettabile rispetto a 

quello desiderato, occorre modificare i pesi delle connessioni di dati inputs. In tal modo la 

rete viene, come si usa dire, istruita, e dovrebbe essere in grado di produrre risultati 

accettabili, cioè molto vicini a quelli desiderati, quando ad essa vengono dati inputs iniziali 

diversi da quelli che sono stati utilizzati per l’istruzione.   
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5.6 Complessità, caos deterministico e dinamica stocastica  

Dopo questa breve digressione, necessaria visto l’argomento specifico che stiamo trattando 

in questo capitolo, tornando al problema economico e comunque si voglia affrontare la 

questione, la specificazione qualitativa e quantitativa di questo complesso intreccio di 

relazioni credo sia molto difficile se non impossibile da definire. (In riferimento al problema 

dei neuroni, appena analizzato, il processo di formazione del pensiero umano come risultato 

di inputs e outputs fra neuroni, presenta un grado di conoscenza molto difficile a concepirsi, 

e la definizione di una accettabile sistemazione matematica della relativa funzione di 

trasferimento, un problema che credo sia praticamente quasi insormontabile. Con gli stessi 

stimoli, un soggetto può reagire in modo diverso quando l’ambiente che lo circonda sia 

diverso). Un soggetto che riceve gli stessi stimoli economici ma in due contesti 

completamente diversi, può avere un comportamento diverso a seconda dell’ambiente in 

cui si trova a dover prendere certe decisioni. In una economia competitiva, dove ciascun 

soggetto economico che può essere identificato come un sub-sistema  agisce per il proprio 

tornaconto personale, e che è mosso da motivazioni psicologiche di difficile identificazione e 

comprensione, la dinamica del sistema è talmente imprevedibile da mettere fortemente in 

dubbio anche la sua possibile, seppur parziale e incompleta, formalizzazione in termini 

matematici. Gli sforzi che i vari soggetti economici sostengono per il raggiungimento del 

maggior profitto personale rende il sistema fortemente instabile e causa diseguaglianza fra 

gli individui. “All the efforts to obtain positive profits make the whole system very unstable. 

It is impossible to distinguish a ‘casual’ relation between instability and the efforts. It is just 

because of the existence of complicated interactions between instability and persistent 

efforts that capitalist systems are always in motion. In such society it is not only ability, but 

ability with accumulated chances which make inequalities larger and larger. As purely 

competitive mechanism cannot prevent inequality, a perfect capitalist society cannot last 

forever, since purely competitive mechanism cannot be supported in a society with large 

inequalities among firms and individuals” (Zhang, 1991, pag. 219). E ancora: ”Synergetic 

economics argues that even if we can find deterministic mechanism which control the 

behavior of human life, it is impossible to forecast all the possible ‘trajectories’ of the 

behavior. Life is full of chaos because of the existence of non-linear interactions among the 

elementary variables under influences from the environment. Such chaotic behavior is not 

proposed to be termine by a God, but by the complexity of the structure  which determines 

the way in which the individual will react to different external impacts. Moreover, the 

structure is also subjected to change, although its speed of change may be very slow” 

(Zhang, 1991 cit. pag. 222). In precedenza, quando abbiamo analizzato il modello di Day, 

abbiamo potuto constatare come il parametro che guida l’evoluzione del sistema è in effetti 

una sintesi di altri parametri che sono soggetti ad altre dinamiche, ciascuna differente 

dall’altra. Questa peculiarità del parametro guida non viene spesso sottolineata. Come 

abbiamo precedentemento analizzato, non possiamo certo escludere a priori che possa 

essere maggiore di 4, con le conseguenze che ciò comporta sulla significatività da un punto 

di vista economico per la variabile del sistema. La variazione di questi parametri, porta alla 
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variazione del parametro fondamentale e quindi della dinamica del sub-sistema, con le 

considerazioni che abbiamo fatto sopra a proposito della variazione nella dinamica del 

sistema complessivo, e con la possibilità che il parametro fondamentale che guida 

l’evoluzione del sistema possa superare il valore di 4 e dar luogo, dopo alcune iterazioni, a 

valori negativi della variabile se non esiste un meccanismo di controllo tale da riportare tale 

parametro entro il valore necessario per non avere valori della variabile  negativi. Tornando 

ora all’ipotesi che la dinamica complessiva del sistema sia determinata dalla semplice 

somma delle dinamiche dei singoli sub-sistemi, è come se, per fare un esempio,  

adoperassimo la finzione dell’agente rappresentativo e tutti avessero, di conseguenza, le 

stesse motivazioni economiche e lo stesso approccio psicologico nell’affrontare un 

determinato problema. L’invenzione dell’agente rappresentativo rappresenta una utile 

scappatoia per eliminare il problema delle motivazioni spesso in conflitto dei vari agenti 

economici che operano in una struttura di tipo capitalistico. Essa  identifica in un elemento 

di natura praticamente tecnica e svuotato di qualunque significato sociale e storico, un 

elemento che invece ha una sua specificità economico-storico-sociale e che è soggetto anche 

a cambi violenti ed improvvisi, quando cambia il contesto in cui si trova adoperare.  Molto 

probabilmente, infatti, anche le motivazioni del consumo fra un  consumatore-capitalista e 

un consumatore-lavoratore, sono diverse almeno in quelle non strettamente legate alla pura 

sopravvivenza fisica. La stessa composizione qualitativa del consumo, anche quello di 

sussistenza, è anch’essa sicuramente diversa. Parlare di agente rappresentativo nel 

consumo, quando vi sono diversi tipi di consumatori, è un fattore che non contribuisce a 

comprendere la dinamica del più generale fenomeno del consumo.  Quindi, quanto più sono 

gli agenti con motivazioni diverse, quanto più sono i sub-sistemi di cui si compone il sistema 

complesso, quanto più complesso è il sistema e quindi la definizione della sua dinamica 

globale. La stessa dinamica del conflitto sociale fra classi sociali che caratterizza un sistema 

di tipo capitalista, conferisce un carattere di estrema complessità al sistema che è 

praticamente impossibile a formalizzare sul piano di un modello matematico. Tale dinamica 

è soggetta ad una infinità di variabili di natura economica, sociale, politica, storica e 

quant’altro si possa considerare. Il risultato di questo complesso intreccio di elementi 

soggetto a forte incertezza, è indecifrabile ed è probabilmente dipendente dal particolare 

contesto storico in cui l’analisi si svolge e dal livello dei rapporti di forza che intercorrono fra 

i vari soggetti e che caratterizzano tale periodo. Un esempio di come il conflitto sociale fra 

capitalisti e lavoratori può evolvere in una dinamica caotica è dato da un modello elaborato 

da Bhaduri (Bhaduri, 2002, pag. 357-366) che utilizza una funzione lineare di Phillips per 

descrivere il tasso di variazione dei salari reali in rapporto al tasso di occupazione, ed una 

funzione di massimizzazione del profitto da parte degli imprenditori che eguagliano il salario 

reale alla produttività marginale del lavoro supposta decrescente. Le due funzioni, 

rispettivamente, sono date da: 
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(5.72) 

   

  
   

  

 
                  

                  

La prima equazione, definisce il tasso di variazione dei salari reali in base ad una relazione 

lineare diretta con il tasso di occupazione dato dalla occupazione effettiva, Lt , in rapporto 

alla piena occupazione, N. E’ evidente come i due coefficienti a e b abbiano un significato 

ben preciso. In qualche modo essi rappresentano il rapporto di forza fra le due classi sociali. 

Alti (bassi) valori di a e bassi (alti) valori di b, indicano una grande (scarsa) capacità dei 

lavoratori di far valere il prevalente tasso di occupazione che si registra in un certo periodo 

storico per ottenere determinati incrementi del salario reale. Tale capacità può dipendere da 

una infinità di cause, oltre che dal livello del tasso di occupazione esplicitamente considerato 

dal modello. Ciò che il modello non esplicita è da cosa dipendono sia a che b. Per esempio, 

una classe politica al governo più o meno favorevole agli interessi dei lavoratori o dei 

capitalisti,  può avere comportamenti diversi in modo da favorire o scoraggiare la richiesta di 

incrementi salariali. La seconda equazione, ha più la natura di relazione tecnica. Maggiore è 

l’occupazione, minore è la produttività marginale del lavoro in base al principio della 

produttività marginale decrescente, minore il salario reale necessario per  eguagliare tale 

produttività marginale. Successive elaborazioni algebriche del modello (che qui non 

riportiamo ), portano alla seguente equazione logistica finale: 

(5.73)                                              

                               

Sia x che A sono frutto dell’aggregazione di vari coefficienti e parametri, e quindi, la 

possibilità che soprattutto A possa assumere valori che comportino una dinamica caotica del 

modello è abbastanza realistica, se si considerano le ipotesi fatte sopra sulla dinamica di tali 

coefficienti. Oltre a questo, però, esiste una difficoltà oggettiva nel definire non solo il modo 

con cui soprattutto i coefficienti della prima equazione, che sono fondamentalmente 

elementi di natura politica, si formano, ma anche nell’individuarne un livello quantitativo 

che abbia una certa attinenza con il mondo reale.7 Per proseguire in questi tipo di analisi,  

prendiamo ora come esempio il mercato borsistico. L’utilizzo dell’agente rappresentativo 

comporterebbe il considerare che se esso ha determinate aspettative sul corso dei titoli, tali 

aspettative dovrebbero essere estese anche agli altri agenti. E’ come se tutti avessero le 

stesse informazioni e formassero le aspettative allo stesso modo. Ma se tutti hanno le stesse 

aspettative, o tutti vogliono vendere se si attendono un ribasso dei titolo, o tutti vogliono 

acquistare se si attendono un rialzo. In tal modo, non si effettuerebbe nessun contratto e 

non avrebbe luogo nessun mercato. La definizione della dinamica con cui variano le 

aspettative dei singoli operatori anche in un arco di tempo breve, non credo possa essere 

soggetta ad una facile modellizzazione in termini matematici. L’elemento psicologico che 

muove il comportamento dei singoli agenti è, tutto sommato, ignoto. L’ipotesi  tradizionale 
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di gran parte della teoria dominante, di agenti con aspettative razionali e perfetta e 

completa informazione, non è altro che una comoda finzione per rifiutare qualunque tipo di 

politica economica. La sua implicazione politica è evidente, ed è di natura 

fondamentalmente ideologica. “We believe that such an assumption is so far from reality 

that it does not serve even as some sort of baseline around which the economy moves. 

Rather, the formation of expectations under conditions of incomplete information, bounded 

rationality and limited computational ability is part of economic reality” (Chiarella-Flaschel-

Franke, 2005, pag. 4). Se noi teniamo in mente tutti questi aspetti, che secondo me sono 

centrali nell’analisi della dinamica di un sistema, allora possiamo vedere come la distinzione 

fra la dinamica definita caotica e la dinamica definita stocastica, non riveste cruciali aspetti 

pratici nella comprensione della evoluzione oscillatoria del sistema stesso. La definizione 

tradizionale di questa distinzione giace sulla differenza dell’origine del comportamento 

erratico e oscillante del sistema. Nel caos deterministico tale spiegazione di erraticità è 

endogena, ovvero dipende dalla natura delle relazioni causali intercorrenti fra le variabili che 

definiscono la dinamica del sistema (cioè di quelle variabili che si ritiene siano ‘più 

determinanti’ di altre nel rappresentare tale dinamica, dal momento che la individuazione e 

la considerazione di tutte le variabili è di fatto impossibile, rendendo con ciò impossibile una 

esatta rappresentazione del sistema reale), ed anche dalla loro consistenza quantitativa 

come abbiamo visto in una parte precedente del presente lavoro. E’ quindi  la struttura 

matematica che incorpora le relazioni causali fra le variabili, che per certi valori dei 

coefficienti e dei parametri spinge il sistema in un’orbita di tipo caotico. Abbiamo visto che 

l’equazione logistica, che in sé è semplice nella struttura matematica, può generare orbite 

caotiche quando il parametro che guida la dinamica del sistema oltrepassa una certa soglia. 

Tale equazione è formalmente deterministica, in quanto, sempre formalmente, non 

incorpora tecnicamente nessun parametro di natura probabilistica. Ma, come abbiamo 

ampiamente discusso per il modello di Day, e poi per il modello di Bhaduri, dove il 

parametro che guida il sistema è la sintesi di altri parametri che difficilmente possono 

considerarsi immuni da elementi aleatori, allora anche l’equazione logistica incorpora, anche 

se non formalmente, elementi di natura stocastica. Lo stesso dicasi, per esempio, per  il 

modello di ciclo economico non-lineare in tempo discreto elaborato da Puu che, 

formalmente, somiglia al modello standard  moltiplicatore-acceleratore di Hicks-Samuelson, 

ma è non-lineare e, a differenza della logistica standard, vi è una non-linearità del terzo 

ordine. Anche qui il parametro guida del sistema è la risultante di due parametri 

fondamentali, il rapporto capitale-prodotto desiderato dagli imprenditori e il saggio del 

risparmio. Abbiamo già ampiamente discusso a quali incertezze l’evoluzione di tali parametri 

sia soggetta. Tale incertezza si estende, ovviamente, anche al valore del parametro che guida 

l’evoluzione del sistema nel modello di Puu (Puu, cit. pag. 381 e seg.). Nella definizione 

ordinaria di dinamica stocastica sono  presenti elementi di natura aleatoria come gli shocks 

esogeni al modello che vuole rappresentare il più possibile il sistema che si ha nel mondo 

reale. La natura di tali shocks è spesso vista come una sorta di disturbo, o di incidente di 

percorso, che si inserisce casualmente in un sentiero dinamico lineare e senza intoppi di un  

sistema che evolve in modo armonioso, come nei modelli econometrici lineari con termine 
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di disturbo. Il sistema è quindi in equilibrio dinamico, ovvero è in grado di assorbire tali 

shocks, cioè  ha i meccanismi sufficienti di feedback negativo a riportare il sistema in una 

dinamica di equilibrio quando da questa se ne sia usciti per disturbi casuali. Al di là del fatto 

che il sistema non-caotico sia lineare (sistemi lineari deterministici non possono essere 

caotici nel significato tradizionale del termine) o non-lineare, e sul quale si inseriscano 

disturbi di natura stocastica, questa aleatorietà non può giacere solo sul fatto che sia dovuta 

ad improvvise variazioni in alcune variabili che sono esogene al modello. Allora la 

dimensione del modello, intesa come numero di variabili che lo definiscono, stabilisce la 

probabilità più o meno consistente che si abbiano disturbi aleatori esogeni al modello stesso. 

Se ragionassimo secondo questo schema, basterebbe allora cercare di endogenizzare il 

numero maggiore di variabili riducendo il numero di quelle esogene. Quindi “In teoria 

basterebbe aumentare sempre più il numero delle variabili di stato per essere sicuri di 

arrivare, prima o poi, a una legge deterministica. Ciò succederebbe, sempre in teoria, 

quando arrivassimo a chiudere il sistema, isolandolo completamente da ogni relazione con 

l’esterno. Un sistema siffatto sarebbe sicuramente deterministico, perché tutta la dinamica 

sarebbe endogena, cioè causata da leggi interne al sistema, che non assegnano un ruolo 

all’interazione con l’ambiente esterno, mutevole e incontrollabile da parte del sistema (che 

noi chiamiamo ‘caso’)” (Bertuglia e Vaio,  2007, cit. pag.204).  Il minor rischio di shocks 

aleatori, sarebbe comunque compensato da una minor maneggevolezza del modello dato 

l’alto numero delle variabili che lo definiscono. Infatti  “Probabilmente, però il numero delle 

variabili necessarie per considerare il sistema chiuso sarebbe così alto da rendere il tempo di 

calcolo inaccettabilmente lungo, in pratica, per identificare effettivamente la legge 

deterministica soggiacente alla dinamica osservata, e non limitarsi a immaginare la 

presenza”( Bertuglia e Vaio, 2007, cit. pag. 204). Il problema della distinzione fra i due tipi di 

comportamento erratico ha avuto comunque, storicamente, importanti conseguenze. 

Sostiene infatti  Medio: “La scelta fra una rappresentazione del ciclo economico di tipo non-

lineare deterministico, ovvero di tipo lineare stocastico ha importanti implicazioni di politica 

economica. Nel primo caso le fluttuazioni sono endogene, cioè a dire esse dipendono dalla 

struttura del sistema e in particolare dalla presenza di non-linearità. Pertanto, gli autori che 

accettano questo punto di vista, e che considerano le oscillazioni dell’economia 

indesiderabili, raccomanderanno politiche anti-cicliche che influenzano i parametri cruciali 

del sistema, ovvero ne alterano la generale struttura. Al contrario, coloro che ritengono che 

la fonte delle fluttuazioni consista in shocks erratici esterni, concluderanno che il tentativo 

delle autorità di politica economica di modificare il comportamento del sistema è nella 

migliore delle ipotesi irrilevante e, in quella peggiore, del tutto controproducente” (Medio, 

1993, pag.31). Potremmo anche dare una collocazione ‘politica’ a queste due posizioni 

teoriche contrapposte, in quanto riflettono tradizionalmente, la prima, come appartenente a 

forze politiche progressiste che ritengono insufficiente l’operare del mercato e quindi 

necessario l’intervento pubblico per indirizzare il sistema verso determinati obbiettivi; la 

seconda appartenente a forze politiche conservatrici che invece vedono il mercato come lo 

strumento migliore per il raggiungimento di desiderati equilibri, ritenendolo in grado di 

assorbire rapidamente squilibri generati da improvvisi shocks erratici. “E allora, se un 
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sistema economico in equilibrio viene colpito da azioni  esterne, come si usa dire da shocks 

esogeni, come un taglio a sorpresa del tasso di sconto da parte di una banca centrale o la 

notizia di un inatteso fallimento di un’impresa di grandi dimensioni, il sistema assorbe lo 

shock con qualche scossa, ma ritorna all’equilibrio compiendo al più qualche oscillazione in 

alcune grandezze caratterizzanti. Più o meno come avviene per un pendolo che, inizialmente 

a riposo nella posizione dell’equilibrio stabile, viene colpito, spostato dall’equilibrio e poi 

lasciato libero” (Bertuglia e Vaio, 2011, cit. pag. 518). Il sistema sarebbe, come abbiamo 

detto sopra, in  equilibrio dinamico, ovvero è in grado di mettere in atto feedback negativi in 

modo che il sistema stesso possa assorbire ed eliminare tali shocks in modo automatico.  

Veniamo ora alle motivazione per le quali il modo di affrontare il problema come descritto 

fino ad ora è per me insoddisfacente. Abbiamo già detto che il sistema deterministico seppur 

caotico, potrebbe in teoria essere in grado di prevedere i successivi stati del sistema quando 

se conosca la legge evolutiva, ma la dipendenza sensitiva dalle condizioni iniziali (SDIC), 

fondamentalmente individuata nella imprecisione altamente probabile di errori di 

misurazione della variabile nello stato iniziale, comporta che, anche per piccolissime 

differenze di tale stato, si abbiamo dinamiche temporali evolutive completamente diverse. 

Nella dinamica stocastica, l’imprevedibilità della evoluzione del sistema risiede nella 

probabilità di improvvisi shocks aleatori che modificano anche in modo violento e non 

trascurabile tale dinamica. In ambedue i casi, comunque, il sistema diventa difficilmente 

controllabile. La sovrapposizione dei due elementi, come abbiamo visto, può dar luogo a 

quello che viene definito ipercaos, ovvero ad una situazione ancor più difficilmente 

prevedibile. Ritengo che tale comportamento così imprevedibile non sia il frutto di una pura 

costruzione matematica del modello, nel caso della dinamica caotica non stocastica, e 

nemmeno di shocks esogeni, estemporanei e improvvisi che si inseriscono in una evoluzione 

dinamica altrimenti imperturbata ed altamente prevedibile, generando biforcazioni e quindi 

cambi violenti nella dinamica del sistema. Ovvero, tali elementi non sono certo trascurabili, 

ma la incertezza nella prevedibilità dei futuri stati del sistema, risiede fondamentalmente, a 

mio parere, nella struttura del sistema stesso che si vuole studiare. Mi riferisco soprattutto a 

sistemi economico-sociali dove i rapporti fra i vari soggetti economici sono strutturati 

secondo criteri altamente privatistici e dove, più elevato è il livello di privatizzazione del 

sistema, più elevato è il grado di incertezza sulle azioni intraprese dai singoli agenti 

economici e quindi, di conseguenza, più elevato è il grado di caoticità del sistema. 

Intendiamo per livello di privatizzazione di un sistema, la dimensione più o meno ampia con 

cui i soggetti economici cercano di raggiungere i propri obbiettivi agendo prevalentemente 

nella sfera dell’individuale e mediante contratti di diritto privato con altri soggetti, e dove 

invece il soggetto pubblico ha una marginale influenza. Quindi, l’incertezza sulle azioni  di 

alcuni soggetti e le relative controazioni di altri soggetti, rendono incerta l’evoluzione di 

tutto il sistema. Le capacità di controllo del soggetto pubblico sulla dinamica di alcune 

variabili strategiche che influenzano in modo determinante l’evoluzione complessiva del 

sistema, potrebbe ridurre in modo decisivo la caoticità del sistema e ridurre la possibilità di 

shocks esogeni e di limitarne l’influenza; ovvero, in questo secondo aspetto, il soggetto 

pubblico dovrebbe disporre degli strumenti adeguati per ridurre al minimo gli effetti di tali 
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shocks improvvisi. Non solo, ma anche la costruzione di modelli deterministici, renderebbe 

più certe le relazioni matematicamente formalizzate nel modello stesso. Modelli espressi in 

forma deterministica, che non comprendono dunque elementi di natura aleatoria come un 

processo di Wiener visto in precedenza, ma i cui elementi in relazione causale fra di loro 

sono di fatto caratterizzati da forte incertezza, presentano una dinamica che formalmente è 

deterministica ma, sostanzialmente, è soggetta ad una distribuzione di probabilità.  

Chiaramente, questa capacità di controllo da parte di un soggetto pubblico, non può essere 

tale da eliminare del tutto la possibilità di comportamenti caotici o il verificarsi di shocks, in 

quanto esistono elementi che di fatto sono praticamente incontrollabili, anche se fossimo in 

presenza di un sistema altamente pianificato centralmente, ma inserito in un sistema globale 

dove però prevalgono sistemi ad economia di mercato fortemente decentralizzata e 

caratterizzata da un elevato livello di privatizzazione dei rapporti sociali fra gli agenti 

economici, nel senso precedentemente definito. Supponiamo, per esempio, un’improvvisa 

svalutazione del tasso di cambio da parte di un paese assolutamente inaspettata e non 

prevista. E’ chiaro come questo costituisca un improvviso shock aleatorio per l’economia di 

altri paesi, anche se ad economia fortemente centralizzata, in grado di modificare il corso di 

alcune variabili e l’evoluzione di alcuni aspetti fondamentali dei sistemi economici di tali 

paesi. Oppure una improvvisa crisi politica che si verifica in un paese, può avere riflessi non 

trascurabili su altri paesi. Le decisioni dell’OPEC alla fine del 1973, sul taglio della produzione 

di petrolio, modificarono in modo improvviso e radicale tutto il sistema di 

approvvigionamento del greggio dei paesi occidentali. Tutti questi sono elementi 

praticamente impossibili da controllare e, quindi, il mio ragionamento non esclude certo la 

possibilità di dinamiche caotiche siano esse di natura deterministica o stocastica. Ciò che 

intendo escludere è che si voglia in molti casi far passare il comportamento imprevedibile di 

un sistema come frutto di un puro costrutto matematico o di una cattiva mano invisibile che 

si diletta a provocare guai ad un sistema ritenuto politicamente nemico. Questo modo di 

ragionare è fuorviante e non aiuta certo a comprendere il perché si verifichino certe 

dinamiche invece di altre. Quindi, sistemi organizzati prevalentemente su schemi privatistici, 

anche se rappresentati in forma deterministica, difficilmente possono esprimere rapporti 

causali certi fra le variabili che compongono il sistema, in quanto la ricerca del massimo 

tornaconto personale, rende spesso imprevedibili le mosse dei vari agenti, e quindi, la esatta 

direzione nella struttura dei rapporti causali. Quindi, i parametri che guidano l’evoluzione 

dinamica di un sistema rappresentato in modo deterministico, sono anch’essi soggetti a 

forte incertezza e soggetti a distribuzione di probabilità in modo tale da far, in qualche 

modo, sfumare una netta differenza fra modello deterministico e modello stocastico. E’ il 

sistema capitalistico che è caotico nella sua intima struttura, perché è caotica la risultante 

dell’azione di soggetti con interessi diametralmente opposti. A meno che, si creda ancora 

alla favola della mano invisibile che aggiusta tutto in una armoniosa composizione di 

interessi diversi, in quella che un economista del quale mi sfuggono il nome e l’opera, definì 

‘il rarefatto mondo della perfezione walrasiana’. Prendiamo ancora, ad esempio, la 

speculazione sui mercati finanziari. Tale fenomeno rende la dinamica su tali mercati 

altamente imprevedibile, perché altamente imprevedibile è la dinamica della psicologia con 
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cui operano gli investitori soprattutto privati e con intenti fondamentalmente speculativi e di 

breve-brevissimo periodo, diversi da quelli dei cosiddetti investitori istituzionali. Le previsioni 

dei singoli agenti si scontrano con le previsioni di altri agenti che sono diametralmente 

opposte e ambedue cambiano violentemente anche più volte in una sola giornata. 

L’approntamento di strumenti di alta speculazione finanziaria (parlo soprattutto degli 

strumenti derivati) messi a disposizione dei grandi speculatori da parte delle istituzioni 

politiche di molti paesi, ha reso i mercati finanziari ancora più caotici e aleatori nella loro 

dinamica e assoggettato, purtroppo, i sistemi economici di tali paesi a tale dinamica  

esponendo l’economia reale alle bizzarrie della speculazione finanziaria i cui interessi non 

credo coincidano con quelli più generali delle popolazioni dei vari paesi. Quanti più sono tali 

strumenti di speculazione finanziaria, quanto più elevato è il loro grado speculativo e quindi 

di rischio  che il loro utilizzo comporta nel raggiungimento di certi risultati, quanto maggiore 

è il grado di imprevedibilità del sistema complessivo e della sua caoticità. La liberalizzazione 

dei movimenti di capitale, come frutto di una imperante ideologia neo-liberista e con 

conseguente praticamente impossibile capacità di controllarne i flussi a livello 

internazionale, ha esposto le economie reali di molti paesi ai rischi derivanti da violente 

azioni destabilizzanti da parte di tali ingenti flussi che si muovono rapidamente da una piazza 

finanziaria all’altra senza un’apparente motivazione logica, che non sia quella di pura 

speculazione. Continui investimenti e disinvestimenti nell’arco anche di poche ore di ingenti 

somme di valuta, contribuiscono a definire una situazione incontrollabile da parte di 

qualsiasi governo. Destabilizzare un sistema economico, magari non troppo forte sui mercati 

internazionali e che non possiede adeguati strumenti di autodifesa in merito, può diventare 

un gioco da ragazzi per chi è in grado di controllare e indirizzare a piacimento tali ingenti 

flussi di denaro. Seguiamo ancora Bertuglia e Vaio: ”Questi agenti comprano e vendono titoli 

a intervalli di tempo molto brevi (minuti o ore ), per evitare che si abbiano movimenti del 

prezzo troppo grandi, basandosi solamente sulle proprie opinioni a riguardo dell’andamento 

del titolo nell’immediato futuro. E’ proprio questa rapida, frenetica attività di trading, in 

particolare l’attività effettuata dai grandi fondi che muovono grandi capitali, a generare 

l’andamento osservato delle variazioni dei prezzi ( Bertuglia e Vaio, 2011, cit. pag. 527-528). 

E ancora: ”L’informazione che i singoli trader acquisiscono osservando nel mercato le 

transazioni effettuate dagli altri trader subito dopo che queste sono avvenute, tiene i trader 

stessi in una forma di stretta relazione fra loro (…) Ogni trader reagisce ai dati osservati in 

base alle proprie opinioni e sensazioni, esse stesse frutto delle opinioni e sensazioni degli 

altri trader, secondo un tipico schema non-lineare. Può accadere allora che un numero un 

po’ più elevato di movimenti del mercato relativamente ampi, che presi singolarmente sono 

poco probabili, inneschi dei movimenti più ampi ancora che portano ai piccoli e grandi crolli 

che si osservano anche quando non se ne riconoscono, nel mercato, ragioni oggettive 

soggiacenti di carattere fondamentale”( Bertuglia e Vaio, 2011 cit. pag. 528). Ma la presenza 

di tali strumenti di alta speculazione e la quasi assoluta libertà di movimento di ingenti flussi 

di capitali con finalità puramente speculative, non è sorta all’improvviso un bel giorno come 

frutto del puro caso. Possiamo allora dire che la dinamica dei mercati finanziari è stocastica 

perché caratterizzata da improvvisi shocks, o perché il sistema di funzionamento di tali 
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mercati è stato in qualche modo coscientemente costruito? Se accettiamo questa seconda 

ipotesi, allora si può affermare che il ‘caso non è un caso’, ma se ne sono  in qualche modo 

predisposti i presupposti, ovvero si è creato il terreno perché quel particolare mercato, che è 

il mercato borsistico, funzioni in un certo modo, perché si ritiene che la speculazione è un 

elemento caratterizzante di una certa filosofia di concepire la ‘libertà’ di contrattazione fra 

agenti privati. Il nodo centrale del problema è che tale speculazione finanziaria è diventata 

talmente potente da determinare in modo preponderante anche il corso (caotico) di molte 

variabili del sistema economico reale. Nel corso del nostro lavoro, abbiamo sempre avuto a 

che fare con modelli integrati economia-ambiente, ed abbiamo costantemente sottolineato 

come vi fosse una grande incertezza sia nella costruzione delle relazioni strutturali fra le 

variabili più specificamente economiche e quelle ambientali sia nella individuazione della 

dimensione quantitativa dei parametri del sistema. Se per alcune relazioni la direzione 

causale è abbastanza accertata almeno sul piano qualitativo (ovvero sono abbastanza 

definiti i segni delle derivate parziali), per altre, viceversa, tale relazione è soggetta a forte 

incertezza proprio sul piano qualitativo, oltreché, ovviamente, su quello quantitativo. Per 

alcuni aspetti di tali relazioni l’incertezza credo sia praticamente ineliminabile, in quanto 

esistono fenomeni in natura che danno luogo a situazioni improvvise difficilmente 

prevedibili, anche qualora il sistema istituzionale complessivo disponesse della massima 

capacità di controllo sul sistema ambiente. Ma il funzionamento del sistema economico, 

soprattutto nella sua interrelazione con i vari stati di natura può, in  qualche modo, essere 

indirizzato in maniera tale da ridurre l’incertezza e la possibilità che si verifichino  dinamiche 

caotiche nel sistema complessivo economia-ambiente. Prendiamo per esempio il modello da 

noi analizzato che considera due tipi di capitale, uno inquinante e l’altro non inquinante. Se 

gli investitori sono praticamente liberi di scegliere la qualità dell’investimento da effettuare, i 

riflessi sullo stock di inquinamento complessivo dipenderanno da tali scelte e saranno 

difficilmente prevedibili a meno che si creda che il modello sia completamente 

deterministico e lineare. E’ chiaro che se il soggetto pubblico è in grado di controllare settori 

strategici del sistema economico nei suoi parametri fondamentali, può scegliere di investire 

esclusivamente in beni capitali non inquinanti in modo diretto; ma può anche influire sulle 

scelte di investimento del settore privato predisponendo adeguati strumenti di indirizzo di 

tali investimenti. In questo secondo caso, comunque, gli effetti finali dipendono sempre 

dalle scelte dei privati e il rapporto fra impulsi e propagazione nel sistema macroeconomico 

non sono sempre scontati, ma sono soggetti a forte incertezza ed alta imprevedibilità, 

soprattutto per quanto riguarda la consistenza quantitativa di certi effetti e, soprattutto, i 

tempi di diffusione nel sistema macroeconomico. Tempi di diffusione ed intensità degli 

effetti, possono essere tali da non raggiungere gli obbiettivi prefissati dal Governo. Non 

possiamo allora rifugiarci, quasi rassegnandosi ad un principio di inevitabilità, nel dire che i 

sistemi economia-ambiente sono altamente caotici e soggetti anche a shocks improvvisi che 

si sovrappongono e si aggiungono alla dinamica già caotica del sistema deterministico. Tale 

imprevedibilità non è solo frutto del caso e della natura avversa all’uomo per definizione, ma 

è molto spesso la conseguenza di azioni più o meno coscienti dei vari agenti economici 

quando non esistano determinati vincoli da rispettare e si pensi che il mercato sia sempre in 
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grado di assorbire qualunque squilibrio purché lasciato libero di esplicare tutti i suoi 

meccanismi di aggiustamento (ammesso che questi siano effettivamente in grado di 

operare, il che non è certamente scontato per definizione). La mano invisibile ristabilirà 

sempre un equilibrio turbato. Ma tale automaticità di funzionamento di questi meccanismi è 

tutta da verificare; anzi, spesso tale automaticità esiste solo in certe affermazioni teoriche, 

che però trovano un ascolto non indifferente in molti attori politici, ma la realtà è ben 

diversa e gli squilibri anziché essere eliminati in molti casi risultano amplificati. Ad esempio, 

anche senza il bisogno di uscire dalla logica di funzionamento di un sistema capitalista, bassi 

salari in presenza di un tasso di disoccupazione molto elevato, significano bassi consumi e 

quindi bassi investimenti a causa della carenza di domanda effettiva sul mercato. In teoria, 

bassi salari dovrebbero comportare un aumento della domanda di lavoro e quindi la messa 

in moto di un  processo di riassorbimento di parte della disoccupazione, ma l’incertezza sulla 

domanda aggregata futura, spinge le imprese ad adoperare molta cautela nell’effettuare 

spese in beni di investimento anche in presenza di tassi di interesse prossimi allo zero. Se a 

tutto ciò aggiungiamo rigide posizioni ideologiche sul maniacale contenimento 

dell’intervento dello Stato simili ad una filosofia dello Stato minimale alla Nozick, ecco che lo 

squilibrio invece di essere riassorbito da feedback negativi che il mercato sarebbe in grado di 

generare automaticamente, si amplifica. Occorre ora fare una digressione su una questione 

fondamentale alla quale abbiamo accennato in precedenza: il problema dei tempi con cui le 

variabili sono soggette a cambiamenti nella loro evoluzione dinamica, e che definisce la 

differenza fra le cosiddette variabili lente (slow variables) e variabili veloci (fast variables). In 

linea generale la differenza fondamentale risiede nella velocità con cui una variabile si dirige 

verso un valore desiderato, ovvero nella velocità con cui viene eliminata la differenza fra il 

valore che una variabile ha in un certo momento e il valore desiderato. Supponiamo di avere 

la seguente equazione differenziale lineare che definisce tale meccanismo di adeguamento: 

(5.74)                                                                   

  

  
         

Dove xE è il valore desiderato e x il valore in un certo momento. La soluzione di questa 

equazione differenziale, dato x0  valore iniziale della variabile, è molto semplice ed è data da: 

(5.75)                                                           

                      

E’ evidente che la velocità di adeguamento e la convergenza verso il valore desiderato, 

dipende dal coefficiente α  che viene assunto positivo e la cui dimensione è il reciproco del 

tempo di aggiustamento. La definizione di variabile lenta e veloce non è facilmente 

identificabile ‘a prescindere’, nel senso che alcune variabili possono essere lente in certe 

particolari circostanze storico-sociali e contesti istituzionali, e veloci in contesti diversi e 

viceversa. Tale distinzione dipende anche da assunti teorici diversi che si riconnettono a 

posizioni ideologiche diverse. Per esempio: ”The distinction between ‘fast’ and ‘slow‘ 

variables is, explicitly or implicitly, at the base of much theorizing and debate in economics. 
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An orthodox Keynesian, for example, would say that quantities adjust much more rapidly 

than prices. An orthodox monetarist would say the contrary. An orthodox new classical 

macroeconomist, would say that all the relevant variables adjust very rapidly, so that 

markets can be taken as being in equilibrium” (Gandolfo, cit. pag.533). Si potrebbe in parte 

ovviare al problema affermando che le variabili lente sono quelle più importanti, ovvero 

quelle che definiscono il movimento generale del sistema nel suo complesso nel lungo 

periodo e che ne rappresentano la struttura fondamentale. Ma anche qui occorre definire 

cosa si intende per importante e in quale contesto storico, economico, sociale ed 

istituzionale ci si trova. La questione assume una importanza fondamentale all’interno del 

cosiddetto ‘slaving principle’ o principio di asservimento’ elaborato da H.Haken fondatore 

della sinergetica. La sinergetica sta a significare che le parti che compongono un sistema 

complesso interagiscono fra di loro secondo rapporti di tipo non lineare contribuendo in tal 

modo alla definizione della configurazione del sistema generale nel suo complesso. Ma quale 

relazione esiste fra variabili lente e veloci e il principio di asservimento? Tale relazione 

consiste nella possibilità di eliminare dal sistema di equazioni differenziali non lineari  le 

variabili veloci (slaved variables) che si ritengono praticamente sempre in equilibrio, ed 

esprimere la dinamica dell’intero sistema in termini delle variabili lente (slaving variables). 

Supponendo per semplicità un sistema di due sole equazioni, per poter eseguire tale 

riduzione del sistema, occorre che  ambedue le variabili siano espresse anche in termini l’una 

dell’altra. Prendiamo questo semplice esempio proposto da Haken8 : 

(5.76) 

  

  
          

  

  
          

dove: 

(5.77)                                                           

                    

Considerando quindi y la variabile veloce ed x la variabile lenta in base alle ipotesi sul 

coefficiente r, possiamo risolvere la seconda equazione ponendo dy/dt = 0  in conseguenza 

del principio che le variabili veloci sono sempre in equilibrio, ed ottenere y in funzione di x: 

(5.78)                                                        

  
   

  
 

Inserendo ora questo risultato nella prima equazione differenziale del sistema, otteniamo: 
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(5.79)                                                         

  

  
      

    

  
 

La dinamica dell’intero sistema è ora espressa in termini della sola variabile x, la variabile 

lenta. Haken chiama le variabili lente ‘parametri d’ordine’ (order parameters) e tutto il 

procedimento di eliminazione delle variabili veloci dal sistema viene detto di  

‘approssimazione adiabatica’. La variabile lenta ora guiderà anche l’evoluzione della variabile 

veloce. La suddetta equazione avrà soluzioni diverse a seconda che r1 sia maggiore o minore 

di zero. Se si considera che sia maggiore di zero, e α =   = 1, allora l’unico punto di equilibrio 

reale è l’origine che è stabile; se invece si considera che sia negativo, allora l’origine è 

instabile mentre gli altri due punti di equilibrio sono stabili. Supponendo infatti di avere r1 = 

0.05  e r2 = 0.8 l’equazione differenziale sopra diventa: 

(5.80)                                                          

  

  
               

Pur essendo non lineare l’equazione è risolvibile in forma chiusa. La soluzione è data da: 

(5.81)                                                       

     
 

         
 
   

 

Il limite per t tendente a infinito è zero. Quindi il punto di equilibrio dato dall’origine è 

stabile. 

Se invece consideriamo r1 = -0.05, allora la soluzione è data da: 

(5.82)                                                

     
 

        
 
   

 

Il limite per t tendente a infinito è ora 0.2 che è stabile, mentre è instabile l’origine. La 

questione è facilmente osservabile anche senza risolvere esplicitamente l’equazione, ma 

differenziandone il lato destro e inserendo i punti di equilibrio. Con r1 > 0, l’unico punto di 

equilibrio reale è l’origine mentre gli altri due sono complessi e quindi non vengono 

considerati. Quando invece r1 < 0, allora si hanno tre punti di equilibrio reali, [ 0, 0.2, -0.2 ]. 

Ripetendo l’operazione sopra, ci si può facilmente accertare come l’origine sia instabile e gli 

altri due stabili  (escludiamo il valore -0.2 per evidente significato economico se le nostre 

variabili si riferiscono ad elementi di natura economica e non sono poste in termini di tassi di 

variazione). L’approssimazione adiabatica ci permette quindi di ridurre la dimensione del 

sistema, e di studiare la dinamica dell’intero sistema in termini del comportamento delle 

variabili d’ordine. Ma che succede in caso di variazione in uno dei parametri d’ordine? 



 

209 
 

Ancora Gandolfo: ”Suppose that changes in external conditions, for example a change in a 

parameter (in the strict sense ), cause a qualitative change in an eigenvalue of the reduced 

system which undergoes a bifurcation of some type. The order variables will move into the 

new dynamic state and drug the slaved variables with them into this new state” (Gandolfo 

cit. pag. 535). E’ anche possibile che, cambiamenti nelle condizioni generali del sistema, 

comportino che una variabile da lenta diventi veloce o viceversa. Allora “One may think of 

this as a situation in which a formerly slaved move ‘revolts’ and becomes an order 

parameter (Diesner and Poston, 1984). Thus the chaotic dynamics may be associated with a 

self-organized restructuring of the system and the emergence of a new order. In this sense it 

is a view similar to Prigogine’s ‘order through chaos’ (Prigogine, 1980)” (Gandolfo, cit. 536).9  

La differenza fra il riduzionismo tipico della fisica classica che analizza la dinamica di un  

sistema come semplice somma del comportamento dei singoli elementi che lo compongono 

e la sinergetica è evidente. Infatti, in quest’ultima, la dinamica del sistema generale origina 

non come semplice somma del comportamento dei singoli sub-sistemi, ma in seguito alla 

complessa rete di interrelazioni fra tali sub-sistemi che sono di natura non-lineare. Si 

potrebbe anche obbiettare che la dinamica dei singoli sub-sistemi sia in parte definita dalle 

caratteristiche strutturali di fondo del sistema generale e che, quindi, sia in parte riversata la 

direzione causale di quale sia la dinamica che influenza l’altra. La questione ci porterebbe su 

un terreno un po’ distante dagli scopi del presente lavoro, e riguarda, sul piano economico, il 

rapporto fra micro e macroeconomia.10  

5.7 Limiti della carbon tax e dei permessi di emissione negoziabili   

Terminata questa digressione, necessaria ai nostri scopi, torniamo ancora al modello, 

analizzato nel quarto capitolo, che include la carbon-tax quale strumento di controllo delle  

emissioni. Il modello è in forma deterministica, ovvero si presuppone che l’imposizione di 

una carbon-tax, comporti una riduzione della produzione e delle emissioni. Abbiamo però 

fatto notare che, se le imprese operano in condizioni di ampi margini di profitto, la riduzione 

della produzione potrebbe avvenire solo in quantità talmente modesta da ridurre in modo 

solo insignificante le emissioni, eludendo quindi gli obbiettivi del Governo. Inoltre la carbon-

tax potrebbe essere imposta su settori che producono beni che hanno scarsi sostituti sul 

mercato e sono beni di una certa necessità la cui elasticità alle  variazioni di prezzo è assai 

limitata. Allora in tal caso, invece di ridurre la produzione, le imprese potrebbero traslare la 

carbon-tax in tutto o in parte, dipendendo la traslazione dalla elasticità della domanda al 

prezzo, sul prezzo finale senza correre il rischio di un crollo della domanda finale. Su questi 

aspetti abbiamo anche analizzato alcuni semplici esempi. Quindi la reazione delle imprese, 

pur se modellata in forma deterministica, è incerta perché esse, pagando la carbon-tax, 

potrebbero anche continuare a produrre le stesse quantità di prima pur con modeste 

riduzioni nei profitti. Ma non solo vi è incertezza se essa sarà efficace o no nel ridurre 

produzione inquinante ed emissioni, ma anche se in parte lo fosse sono molto incerti i tempi 

con cui tale processo può avvenire. In base a quanto abbiamo analizzato sopra, il processo di 

aggiustamento della carbon-tax al valore desiderato dato dal valore attuale del danno 
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marginale dovuto ad una unità aggiuntiva di inquinamento, può essere veloce o lento. Tale 

diversità di comportamento dinamico, come in parte abbiamo già analizzato nel quarto 

capitolo, dipende non solo dai margini di profitto dell’impresa o dalla sostituibilità più o 

meno del bene sul mercato, ma anche dalla capacità del Governo di esercitare un controllo 

ed una capacità di imposizione efficaci. Tale capacità non è frutto del caso, ma del livello 

della percezione della gravità del fenomeno in questione, e dalla conseguente azione di 

politica economica. L’evoluzione del sistema è quindi imprevedibile; le imprese potrebbero 

continuare a produrre la stessa quantità antecedente alla introduzione della carbon-tax, 

come pure potrebbero diminuirla in seguito ad un inasprimento della stessa. Come abbiamo 

già visto, se alcuni tipi di imprese sono operanti in regime di costi fissi molto elevati (ad 

esempio una centrale elettrica), una diminuzione della produzione dovuta alla carbon-tax, 

potrebbe far aumentare notevolmente i costi medi in misura maggiore di quanto non lo 

siano in conseguenza della carbon-tax stessa. I costi fissi andrebbero infatti a ripartirsi su una 

minor quantità di prodotto, contribuendo per questa via ad un aumento del costo medio 

totale. Quindi, l’introduzione di una tassa sulle emissioni non garantisce automaticamente 

una diminuzione della produzione e, conseguentemente, delle emissioni stesse. L’impresa, 

pagando la carbon-tax, acquisisce il diritto a continuare le emissioni allo stesso livello di 

prima. Su questo abbiamo già detto in precedenza. Ma anche se in qualche modo 

funzionasse nell’abbattere almeno in parte lo stock di inquinante, i tempi potrebbero essere 

talmente lunghi da eludere di fatto l’urgenza di tale abbattimento.  L’unica cosa che è certa, 

è il costo per ogni unità di emissione di inquinante, mentre è fortemente incerto il livello di 

riduzione delle emissioni stesse. Anche con lo strumento dei permessi di emissione 

negoziabili, la cui analisi approfondita esula dallo scopo del nostro lavoro, esistono problemi 

di varia natura, il primo fra tutti quello della allocazione iniziale fra i vari paesi dello stock 

complessivo di tali permessi, soprattutto perché sono diversi gli atteggiamenti da parte dei 

paesi sviluppati e di quelli in via di sviluppo sulle responsabilità in merito alla formazione 

dello stock di inquinante nell’atmosfera. Questo crea non pochi problemi nel miglioramento 

delle negoziazioni internazionali. Infatti: ”Industrial and developing countries have rather 

different perceptions of the issues involved, and these differences are to a certain extent 

limiting progress in international negotiations. Developing countries fear the impositions of 

limits to their growth in the form of restrictions on emissions, and therefore on energy use, 

and more generally on the use of their own resources. They feel that most environmental 

damage originates currently, and has originated historically, in the industrial countries, 

whose use of energy and patterns of development are at the root of environmental 

dilemmas we face today. Industrial countries have a different set of concerns. They fear 

excessive population growth in developing countries and the environmental damage that 

this could bring about. While recognizing their historical responsibility for excessive 

environmental use, industrial nations focus on a large-term future in which environmental 

problems could originate mostly in the developing countries” (Heal e Chichilnisky, 2000, pag. 

14). Il rapporto fra carbon-tax  e permessi negoziabili, viene analizzato in dettaglio in Baumol 

e Oates, in particolare: ”The first, and a major, advantage of marketable permits over fees, is 

that permits promise to reduce the uncertainty and adjustment costs involved in attaining 
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legally required levels of environmentals quality. The environmental authority cannot be 

completely sure of the response of polluters to a particular magnitude of an effluent charge; 

in particular, if the authority inadvertently sets the fee too low, environmentals standards 

will not be met (...) The fee may have to be raised and then altered again to generate an 

iterative path converging toward the target level of emissions (...) The need for repeated 

changes in the fee is also an unattractive prospect for administrators of the program. In 

contrast, under a permit scheme, the environmental agency directly sets the total quantity 

of emissions at the allowable standard; there is, in principle, no problem  in achieving the 

target” (Baumol e Oates, cit. pag. 178 e seg.).  In un modello proposto da Uzawa (cit. pag.113 

e seg.), con la introduzione di un coefficiente denominato ‘egualitarismo’, questa incertezza 

sulla struttura iniziale della allocazione dei permessi risulta evidente. Il modello è il 

seguente:  

(5.83)                                                  

          
  

 
    

  

 
    

dove a è il totale dei permessi a livello mondiale, bv sono i permessi inizialmente attribuiti al 

paese  v ,  Nv, la popolazione del paese v e N la popolazione mondiale, yv il reddito del paese 

v, e y il reddito globale mondiale. ε è un parametro che indica egualitarismo. Quindi 

abbiamo: 

(5.84)                                        

                                      

Sia ε compreso tra i seguenti valori:              

Se ε = - 1, allora i permessi di inquinamento attribuiti inizialmente al paese v dipendono dalla 

proporzione del proprio reddito sul reddito globale mondiale. I paesi con quote più elevate 

di reddito, che sono i maggiori inquinatori, continueranno ad inquinare di più. La 

sproporzione fra chi inquina e chi subisce i danni maggiori dell’inquinamento tende ad 

ampliarsi notevolmente. All’estremo opposto, con ε = 0, l’elemento che determina l’iniziale 

allocazione dei permessi negoziabili al paese v, è la proporzione della propria popolazione 

sulla popolazione globale mondiale. Questo, in base al modello presentato sopra, è il 

massimo del principio egualitario e  non rispetta l’equilibrio di Lindhal (Uzawa, cit. pag. 244-

245), dove : 

(5.85)                                                     
  

 
 

  

 
 

Sul fatto che con ε = 0, e quindi che bv dipenda interamente dal rapporto Nv/N, si abbia il 

massimo dell’egualitarismo, non ne sono così sicuro. O, perlomeno, esso non  dipende solo 

da Nv/N. Infatti, se si suppone che paesi che hanno il precedente rapporto molto alto, ma 

hanno alto anche il rapporto yv/y (es. Cina, Usa etc.), con ε = 0 o prossimo ad esso, si 
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vedrebbero assegnare quote ugualmente molto elevate, non per via diretta tramite il 

rapporto yv/y, ma per via indiretta attraverso il rapporto Nv/N. Un modo di evitare tale 

possibile inconveniente, potrebbe essere quello di non considerare la quota di popolazione 

del paese v nella popolazione mondiale, ma di considerare invece la quota di reddito nel 

modo seguente: 

(5.86)                                                                  

   
 

  
  

In tal caso, il principio della quota di reddito nel reddito globale mondiale è rovesciato e un 

paese otterrebbe una quota di tali permessi tanto più alta quanto più bassa è la sua 

percentuale di reddito nel reddito globale mondiale, e quindi quanto meno ha contribuito a 

creare lo stock totale di inquinamento esistente in un certo momento. Infatti, se si 

considerano y e a dati in un certo momento, otteniamo: 

(5.87)                                                                

   

   
  

 

     
   

ciò sta a significare che, quanto maggiore è il rapporto yv/y , quanto minore è il rapporto 

bv/b, ovvero più alta è la quota di reddito del paese v sul reddito mondiale, minori saranno le 

quote che esso si vedrà assegnare inizialmente. Tale principio che potrebbe incorporare 

elementi di maggior giustizia, sembra invece una pura utopia alla luce dei rapporti di forza 

economici e politici fra paesi sviluppati e paesi in via di sviluppo. Inoltre, ammesso che tale 

principio fosse accettato dai paesi sviluppati, la possibilità di commerciare tali  quote  

potrebbe sconvolgere la struttura della iniziale allocazione fra i vari paesi. I paesi ricchi, e 

maggiori inquinatori, potrebbero acquistare quote dai paesi in via di sviluppo, e continuare 

ad essere i maggiori inquinatori, alterando così l’iniziale struttura egualitaria della 

allocazione dei permessi. Questo fenomeno rappresenta ciò che è stato definito il 

‘colonialismo del carbone’. Infatti: ”These markets have been widely regarded as a means by 

which rich consumers in the West merely displace their high-carbon consuming practices by 

buying offsets for their emissions cheaply in the South. This is referred to as ‘carbon 

colonialism’: a new way of acquiring land and resources in poor countries to sustain 

profligate consumption of the rich” (Newell e Paterson, cit. pag. 32). Ma, come al solito, 

qualcuno ha fiutato l’affare che questo nuovo mercato potenzialmente offriva, con una 

miriade di soggetti che hanno intravisto in esso una nuova fonte di profitti. “Emissions 

trading thus became almost unstoppable once the dominant financial actors realised its 

potential as a new market, with its derivatives, options, swaps, insurance, and so on, and 

thus as a profitable enterprise” (Newell e Paterson, cit. pag. 28). L’interesse di questi 

soggetti non è tanto se i permessi negoziabili rappresentano un utile strumento per 

regolamentare i flussi di emissioni, quanto che essi possano essere fonte di nuovi profitti.  

Come è possibile vedere, anche il meccanismo dei permessi negoziabili, se da una parte 

dovrebbe garantire che le emissioni totali a livello mondiale non superino un certo 
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ammontare prestabilito, dall’altra possono, tramite la commercializzazione, aumentare le 

disuguaglianze a livello internazionale ed inoltre creare incertezza sia sul costo di tali 

permessi in quanto soggetto alla domanda e all’offerta sul mercato mondiale, sia per quanto 

riguarda la continua evoluzione dinamica della struttura dell’allocazione di tali permessi, 

sempre più dipendente dalla politica commerciale di soggetti in cerca esclusivamente di 

profitti. E’ chiaro che i rapporti di forza fra i vari paesi nel processo di contrattazione 

sull’allocazione iniziale, soprattutto per quanto riguarda i criteri e i parametri per definire 

tale allocazione, diventa un elemento cruciale di decisione. Ma anche nella successiva 

evoluzione dinamica di come i permessi si riallocano continuamente, i paesi 

economicamente più forti insieme con i soggetti che si sono inseriti prepotentemente in 

questa commercializzazione, sono in grado di imporre le condizioni di mercato. Il sistema 

globale, dove non vige certamente un regime di vera cooperazione fra paesi sviluppati e 

paesi in via di sviluppo, è ancora governato da una forte incertezza nella sua evoluzione 

dinamica proprio a causa della sua struttura incentrata sull’elemento determinante dei 

rapporti di forza. Oltre a questi elementi che rendono fortemente incerto il risultato 

dell’operare di tali strumenti, vi è anche da considerare inoltre che, in alcuni casi, essi 

possono rivelarsi gravemente insufficienti quando improvvise crisi ambientali richiedano 

l’adozione di temporanee o permanenti misure drastiche fatte sostanzialmente di divieti di 

produrre oltre certe quantità stabilite di output, o di utilizzare determinate quantità di input. 

In parte il problema è stato analizzato, almeno sul piano tecnico-formale, nel quarto 

capitolo, quando si è cercato di affrontare la dinamica di estrazione di una certa risorsa. 

Ancora Baumol e Oates: ”Environmentals problems do not always develop smoothly and 

gradually. Instead, they are often characterized by infrequent but more or less serious crises 

whose timing in unpredictable. Such emergencies may requires rapid temporary changes in 

the rules of the control mechanism, and it is here that pricing measures appear subject to 

some severe practical limitations (...) With taxes or fees on the other hand, even if they are 

based on standards for the community as a whole, no individual is told what input or ouput 

levels to select. Moreover, taxes and fees utilize no knife’s-edge criterion. The amount of the 

decision maker’s payment will vary with his pertinent activity levels, with no imputations of 

illegality to the activity levels he chooses” (Baumol e Oates, cit. pag. 190-191 e seg.). Infatti, 

se un soggetto continua a produrre lo stesso livello di output anche in presenza di carbon-

tax, paga per la quantità di emissioni prodotte, ma non compie nessuna illegalità. In 

compenso, gli standards che dovrebbero essere raggiunti nel livello di emissioni e di stock 

accumulato, resteranno un mero obbiettivo. Tutte queste incertezze sull’efficacia o meno 

degli strumenti di abbattimento delle emissioni, e quindi sulla velocità o lentezza 

dell’adeguamento dello stock di inquinante ad un livello desiderato e prefissato dal Governo, 

può essere schematicamente rappresentato in una semplice equazione differenziale che 

definisce la dinamica dello stock di inquinante verso il livello desiderato: 

(5.88)                                                              
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dove:    V = Stock di inquinante presente 

             VE = Stock di inquinante desiderato 

              a =  Coefficiente che indica la velocità di aggiustamento verso il livello desiderato VE. 

La soluzione alla suddetta equazione è data da : 

(5.89)                                                     

                    

Se α è positivo, la  convergenza al valore desiderato è garantita, ma la velocità con cui tale 

convergenza si verifica dipende dal valore del coefficiente. Nessuno può fare previsioni 

accettabili sui tempi di tale dinamica, in quanto le dimensioni del coefficiente dipendono 

dall’efficacia di tutti gli strumenti di abbattimento che abbiamo precedentemente analizzato 

e che, abbiamo potuto constatare, sono soggetti a forte incertezza sia nella loro efficacia che 

nella loro dinamica evolutiva. Ancora una volta, l’incertezza non ci permette di qualificare se 

la variabile di cui si vuole analizzarne la dinamica, sia una variabile lenta o veloce. Questo 

elemento di incertezza, rischia di compromettere almeno in parte il meccanismo di 

approssimazione adiabatica, a meno che si abbiano dati reali abbastanza robusti da 

permetterci di qualificare una variabile come veloce o lenta. Tornando ora al nostro 

problema originario, modelli deterministici ma con forte incertezza sulle relazioni causali fra 

le variabili, e modelli stocastici con la presenza esplicita di elementi aleatori, non sono poi 

così distanti nella sostanza. Ancora l’esempio della equazione logistica, con dipendenza 

sensitiva dalle condizioni iniziali della variabile ed altrettanto dipendenza sensitiva dai valori 

del parametro, torna di grande utilità nell’esplicare questo concetto. Il modello è 

deterministico, ma errori anche impercettibili nel definire il valore iniziale della variabile 

portano, dopo poche iterazioni, ad una grande divergenza nella struttura delle orbite, 

quando il parametro supera la soglia per cui l’orbita diventa caotica. E’ proprio la difficoltà 

ad individuare il valore iniziale della variabile, che non ci permette di conoscere la vera 

evoluzione dinamica del sistema. Il sistema nella sua struttura formale è deterministico, ma 

sostanzialmente è aleatorio. Inoltre, come abbiamo in più parti analizzato e sottolineato con 

forza,il valore del parametro che guida l’evoluzione del sistema, è spesso frutto di sintesi fra 

altri parametri e coefficienti di cui difficilmente se ne conosce l’esatta dinamica, e non si può 

certo escludere per definizione che possa anche assumere valori superiori a 4 con le 

conseguenze ampiamente analizzate nella prima parte di questo capitolo. 

5.8 Una nota finale sul controllo del caos 

Come commento finale,  vorremmo aggiungere una breve considerazione sul problema del 

controllo del caos. Non è scopo di questo lavoro analizzare in modo dettagliato questo 

particolare aspetto del più generale fenomeno del caos, ma la questione la abbiamo già in 

parte affrontata quando, analizzando il modello di Day, il valore del parametro w della 

equazione logistica si è visto dipendere da altri tre parametri che agiscono in direzioni 
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opposte nel definire il valore numerico del parametro finale (lo stesso vale per i modelli di 

Bhaduri e Puu e molti altri a cui non abbiamo fatto esplicito riferimento ma che presentano 

lo stesso problema). Da tale valore dipende il tipo di dinamica di k, se caotica o no. In 

sostanza, al di la dei vari metodi per il controllo del caos (Lynch, cit. cap. 16, pagg .371-393), 

tale controllo sostanzialmente significa stabilizzazione di un orbita caotica ad un determinato 

punto di equilibrio o in un ciclo ben definito, mediante la variazione dei parametri del 

sistema, piccole perturbazioni dell’orbita nell’intorno del punto di equilibrio, etc. Tali 

elementi presentano ovviamente anche degli inconvenienti, ma l’elemento fondamentale di 

tale aspetto risiede nella possibilità o meno da parte di un determinato soggetto di poter 

apportare le variazioni necessarie ai parametri per poter stabilizzare una certa dinamica 

verso un determinato punto di equilibrio, o un’orbita definita comunque non caotica. Per 

esempio, in un sistema meccanico, tali variazioni sono più direttamente gestibili che in un 

sistema economico-sociale dove la gestione di molte variabili non è nella disponibilità, per 

esempio, di un pianificatore centrale. Credo sia più realisticamente perseguibile applicare 

uno smorzatore (damper) ad un sistema meccanico che produce forti oscillazioni e 

stabilizzarne la dinamica, o diminuire la potenza di un motore per stabilizzarne 

l’aerodinamica, che stabilizzare gli investimenti ad un certo livello ritenuto ottimale per 

ottenere una desiderata dinamica del reddito o uno stock ritenuto sostenibile di 

inquinamento, a meno che un soggetto pubblico, tipo un pianificatore centrale, disponga dei 

meccanismi necessari al controllo del livello degli investimenti. Un riferimento importante a 

tale fenomeno lo si trova inoltre, per esempio, in cardiologia dove è possibile la 

stabilizzazione di un ritmo cardiaco caratterizzato da aritmie mediante l’uso di stabilizzatori 

tipo pace-maker,  etc. Concettualmente, controllo significa capacità di indirizzare il corso e 

l’evoluzione di un certo sistema, qualunque esso sia, verso determinati valori, siano essi le 

oscillazioni di un sistema meccanico, il ritmo cardiaco o, nel nostro caso specifico,  il livello 

degli investimenti in capitale non inquinante. L’efficacia del controllo dipende e dagli 

strumenti a disposizione per tale operazione, e da chi possieda tali strumenti. Il caos, come 

abbiamo ampiamente discusso in precedenza, più che il risultato della struttura di un certo 

modello matematico, in un sistema economico-sociale dipende dal fatto che esiste una data 

struttura dei rapporti fra i vari agenti economici, struttura che determina una vasta tipologia 

di azioni, risposte e controrisposte dei singoli agenti che, interagendo fra di loro, danno 

luogo ad un cosiddetto sistema complesso la cui evoluzione è difficile se non impossibile da 

prevedere. Tale sistema di risposte e controrisposte, difficilmente può essere catalogato 

come fisso in un qualunque momento storico e contesto sociale. Il mercato borsistico a cui 

abbiamo fatto ampio riferimento in precedenza, è altamente sintomatico della continua 

variabilità di tale sistema. La capacità dei lavoratori o dei capitalisti di imporre certe scelte 

invece di altre, dipende dai particolari rapporti di forza che in un certo momento storico si 

verificano, e che cambiano più o meno rapidamente in base ad una serie di elementi la cui 

evoluzione dinamica è praticamente impossibile da prevedere per lo meno nel lungo 

periodo. La stabilizzazione dello stock di inquinante ad un certo livello prefissato, dipende 

dalla capacità di chi ha gli strumenti e impone le regole, di farle rispettare anche in modo 

autoritativo. La  sistemazione matematica di tutti questi elementi  in un modello più o meno 
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articolato, rischia di diventare solamente un puro esercizio teorico, se non adeguatamente 

sorretta da cautele e precauzioni che ne mettano in risalto la non assoluta presunzione di 

rappresentare la realtà.  Se tale sistema economico-sociale interagisce poi, come nei molti 

modelli da noi sviluppati ed analizzati, con il sistema ambiente, allora l’incertezza e il livello 

di caoticità del sistema complessivo aumenta dato, come spesso abbiamo sottolineato, la 

notevole incertezza che si presenta nel definire l’esatta struttura dei rapporti fra le variabili 

economiche e quelle ambientali. Per caoticità, qui vogliamo intendere un concetto più 

ampio di quello che origina solo se il sistema supera certi valori soglia, come abbiamo 

ampiamente visto in precedenza, ma che in qualche modo rappresenta una definizione 

‘tecnica’ di caos. Intendiamo un concetto di generale incertezza. Anche un modello 

strutturato in forma deterministica, che pur formalmente non presenta dinamica caotica, ma 

può presentare dinamiche diverse (punti di equilibrio attrattori o repulsori, punti di sella, 

cicli limite stabili o instabili, centri ecc.) in base ai valori assunti dai coefficienti, è a suo modo 

caotico. Lo è in quanto l’incertezza che governa l’esatta relazione fra le variabili e la 

consistenza numerica di coefficienti e parametri esogeni al modello, rende incerta la sua 

dinamica qualitativa. Anche avere incertezza se la dinamica di un sistema sarà con 

oscillazioni esplosive, un nodo stabile o un punto di sella, sarà a suo modo caotico anche se 

non formalmente in base alla definizione delle caratteristiche matematiche del caos.  Noi 

possiamo  accertare il tipo di dinamica solo se si fanno certe ipotesi sulle relazioni fra le 

variabili e  il valore dei coefficienti. Ma l’incertezza che governa tali relazioni, rende incerto 

anche il tipo di dinamica. Questo è un concetto più ampio di caos di quello analizzato, per 

esempio, nell’equazione logistica relativa al modello di Day. Se i due sistemi, quello 

economico e quello ambientale, sono caotici per le ragioni viste sopra, la loro connessione 

può dar luogo ancora a comportamenti caotici. In tal caso si può verificare quella che viene 

definita ‘sincronizzazione del caos, “where two, or more, coupled chaotic systems (which 

may be equivalent or nonequivalent) exhibit a common, but still chaotic behavior” (Lynch, 

cit. pag. 383). Comunque, il poter agire sui parametri del sistema per stabilizzare certe 

dinamiche fuori da evoluzioni di tipo caotico, implica fare delle assunzioni molto forti in 

merito alle possibilità di alcuni soggetti di poter agire in merito; cioè, si tratta di fare 

determinate assunzioni sulla struttura istituzionale di un certo paese, soprattutto per quanto 

riguarda la struttura del sistema economico-sociale. Il soggetto pubblico può cercare di 

determinare la dinamica di certe variabili secondo due schemi teorici molto generali. Da una 

parte, se possiede determinate strutture dell’apparato produttivo, può influire direttamente 

su tali variabili agendo secondo i criteri che ritiene più opportuni per il raggiungimento di 

certi obbiettivi ritenuti, fondamentalmente, di interesse collettivo. Il soggetto pubblico può 

decidere di fare certi investimenti in certi settori invece che in altri, può scegliere di 

impiegare solo capitale non inquinante, può decidere di fare un investimento anche se il 

saggio di rendimento è nullo o addirittura negativo, quando tale operazione abbia forti 

motivazioni di interesse pubblico e finalità di lungo periodo in favore delle future 

generazioni. Ciò, naturalmente, prescinde da un’altra serie di fattori istituzionali, quali 

l’efficienza del Governo, l’assenza di fenomeni di corruzione presenti nell’apparato pubblico, 

etc. Esso vale come modello teorico, astratto e generale di riferimento, e che possiamo 
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definire diretto. Dall’altra parte, secondo l’altro modello, che possiamo invece definire 

indiretto, il soggetto pubblico può cercare di influire sulle scelte dei soggetti privati mediante 

opportune manovre su certe variabili per cercare di indirizzare le scelte dei soggetti privati 

stessi verso il raggiungimento di obbiettivi di carattere generale (nel nostro caso specifico, 

come abbiamo visto, carbon-tax e permessi negoziabili di emissione). In teoria questo 

modello, a mio parere, presenta una maggiore incertezza per quanto riguarda il 

raggiungimento di determinati obbiettivi, in quanto agli impulsi iniziali sul sistema non è 

detto che segua una adeguata propagazione di tali impulsi da far indirizzare la dinamica del 

sistema verso gli obbiettivi perseguiti. Essa potrebbe essere troppo lenta o insufficiente per 

raggiungere determinati obbiettivi. In teoria, tale propagazione potrebbe anche non 

verificarsi per niente. Quando noi studiamo il meccanismo del moltiplicatore keynesiano, il 

valore del moltiplicatore ci dice solo di quanto, in teoria, dovrebbe espandersi il reddito in 

seguito ad un impulso iniziale su una componente autonoma della domanda. Ma non ci dice 

che questo meccanismo potrebbe essere rallentato o modificato o interrotto in seguito ad 

eventi che si verificano durante il suo esplicarsi come, per esempio, una  variazione della 

propensione media e marginale  nel consumo dovuta ad una variazione nella distribuzione 

del reddito fra le varie classi sociali con propensioni al consumo diverse fra loro. Comunque, 

in merito a questo problema, abbiamo ampiamente discusso riguardo al principio di 

asservimento. In un sistema economico dove gran parte dell’attività degli agenti economici si 

svolge secondo uno schema privatistico, la reazione dei soggetti privati alle manovre di 

politica economica non può mai essere definita con certezza ed è soggetta alle valutazioni 

dei singoli soggetti che non è detto coincidano con le valutazioni del soggetto pubblico. Anzi, 

molto spesso, tali valutazioni dei singoli configgono non solo con quelle del soggetto 

pubblico, ma anche tra di loro, dando luogo a dinamiche del sistema complessivo incerte e di 

tipo caotico. Ad esempio, come già abbiamo visto, una diminuzione del tasso di interesse per 

stimolare gli investimenti privati soprattutto verso certi settori, può risultare inefficace 

anche con tassi prossimi allo zero, se gli investimenti sono scarsamente elastici al tasso di 

interesse e più reattivi rispetto alle aspettative. Se le aspettative sono negative, manovre al 

ribasso dei tassi di interesse non produrranno gli effetti sperati sugli investimenti andando 

così a neutralizzare gli intenti espansivi del Governo a livello macroeconomico. Ancora, come 

già detto in precedenza, l’introduzione di una carbon-tax su processi produttivi che 

impiegano capitale inquinante, potrebbe sortire effetti molto limitati se i profitti generati da 

tale tipo di capitale fossero talmente elevati rispetto a quelli realizzati con capitale non 

inquinante, da assorbire senza troppo danno il pagamento della carbon-tax; a meno che tale 

tassa sia talmente elevata da neutralizzare la differenza nei profitti rispetto a quelli generati 

in processi produttivi che utilizzano esclusivamente capitale non inquinante. Dunque, allo 

stato attuale delle cose, non mi sembra che siano presenti strutture istituzionali tali da 

permettere ampie possibilità di perseguire obbiettivi desiderati dal Governo. Gli strumenti a 

disposizione sembrano non troppo efficaci se paragonati agli obbiettivi perseguiti. Anzi, le 

politiche di ampia privatizzazione perseguite almeno nell’ultimo ventennio da parte di tutti i 

governi occidentali e non solo da essi, ha di fatto diminuito le possibilità di un intervento 

diretto da parte del Governo per indirizzare la dinamica di certe variabili del sistema verso i 
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valori desiderati. Una sorta di deindustrializzazione del settore pubblico, ha di fatto messo in 

condizione molti governi di non poter perseguire una politica industriale che fosse in qualche 

modo alternativa a quella del settore privato, soprattutto per quanto riguarda l’adozione di 

politiche cosiddette ‘environmental friendly’.  A conclusione di questa nota finale, facciamo 

un semplice esempio di quanto detto sopra a proposito di uno  smorzatore da applicare alla 

equazione logistica che rappresenta il modello di Day. Supponiamo che l’equazione finale sia 

così strutturata: 

(5.90)                                                  

                        

Con il valore di w, che è il parametro dell’equazione logistica, ad esempio di 3.92,  sappiamo 

che la dinamica sarà di tipo caotico con forte dipendenza sensitiva dalle condizioni iniziali di 

k. Supponiamo ora di voler stabilizzare il valore di k a 0.6. Per far ciò applichiamo un 

coefficiente q alla equazione logistica sopra in modo che si abbia un valore stabile di k = 0.6 e 

risolviamo per q. Otteniamo: 

(5.91)                                                   

                       

da cui   q = 0.6377. Il nuovo valore di w è ora:  w = 3.92*0.6377 = 2.4997. (In effetti, con un 

valore di k = 0.6, il valore esatto del parametro è 2.5, dato che (2.5-1)/2.5 = 0.6). L’equazione 

logistica è ora data da: 

(5.92)                                                                             

Supponendo di partire da un valore iniziale di k = 0.45, otteniamo così la seguente dinamica:  

 

Come è facile vedere dopo pochissime iterazioni, con il nuovo valore del parametro w, 

ottenuto applicando q al w originario, la dinamica del sistema smette di oscillare e si 
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posiziona sul valore stabile di k = 0.6. Infatti, ricordando che il punto di equilibrio nella 

equazione logistica oltre allo zero, è dato da (w-1)/w, otteniamo: (2.4997-1)/2.4997 = 0.6 

con leggero arrotondamento. Con questi valori del parametro, le condizioni iniziali sono 

praticamente ininfluenti. La dinamica del sistema è interamente determinata dal parametro 

stesso ed evolverà dopo poche iterazioni, verso il punto di equilibrio. Anche il calcolo 

dell’esponente di Lyapunov per k(0) = 0.45 e w = 2.4997, conferma la stabilità dell’orbita 

verso il punto di equilibrio. Esso è infatti è dato da -0.693747. Ovviamente valgono tutte le 

considerazioni fatte in precedenza sulla capacità di poter gestire i parametri che definiscono 

il parametro finale w. Il valore di q = 0.6377 non è che salta fuori da un cilindro come per un 

qualche effetto miracoloso, ma è dovuto alla possibilità di poter gestire i suddetti parametri 

(s,B,n) che definiscono il valore di w. Se questa possibilità è oggettiva ed esiste, allora può 

essere possibile ottenere quanto desiderato, per  lo meno ad un apprezzabile livello; 

altrimenti la questione del controllo del caos nei sistemi economico-sociali, quando si abbia 

anche l’interazione con il sistema ambiente, diventa un puro esercizio teorico. Occorre dire 

ancora qualcosa sull’argomento. Innanzitutto il valore di stabilizzazione non può essere 

scelto indipendentemente da altre condizioni. Dal momento che noi adoperiamo una 

funzione del tipo one-period cycle, il punto di equilibrio può essere stabilizzato solo per valori 

entro il campo di variazione 0-0.67, cioè, indicando con k(s) il valore di stabilizzazione della 

variabile deve aversi: 

(5.93)                                                                

          

Affinchè sia stabile il valore di k diverso da zero, sappiamo che il parametro w deve essere 

compreso fra 1 e 3. Se noi volessimo stabilizzare k(s) = 0.69, il valore di q da applicare a w 

sarebbe dato da q = 0.8229  che moltiplicato per w = 3.92 dà un valore di w = 3.2258. I valori 

sopra sono facilmente trovabili applicando la semplice formula: 

(5.94)                                                               

  
    

       
 

inserendovi il valore di k(s) che si vuole stabilizzare. Nel nostro primo caso avremmo: 

(5.95)                                                        

  
   

                
        

E’ chiaro che per valori di w > 3 il secondo punto di equilibrio perde stabilità , mentre diventa 

stabile un ciclo di due periodi. Con i valori utilizzati in precedenza il punto di equilibrio 0.69 

perde stabilità mentre diventa stabile un’orbita in cui k rimbalza stabilmente, dopo poche 

iterazioni, fra i valori di k = 0.8064 e k = 0.5036. Graficamente abbiamo la seguente dinamica 

di k: 
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Ovviamente variando k(s), si ottengono valori corretti di w che danno luogo ognuno ad 

una specifica dinamica. Sugli ulteriori eventuali raddoppiamenti di periodo di oscillazione 

il procedimento da seguire è esattamente lo stesso. (Lynch, cit. pag. 377 e seg.). Il 

seguente grafico mostra invece il passaggio da una dinamica caotica ad una dinamica 

tipo two-cycles. Il sistema viene stabilizzato su una dinamica di periodo due: 

 

All’incirca dopo settanta iterazioni il sistema, che fino ad allora  ha evidenziato una 

dinamica caotica, viene stabilizzato su un ciclo di periodo due, abbandonando l’orbita 

caotica che ne ha caratterizzato la dinamica fino a quel momento. (Lynch, cit. pag.377-

378-379 e seg.). 
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 Note 

¹ Per una analisi dettagliata del modello di Day, si veda anche Zhang, 2006, pag. 202 e seg. 

² Per un approfondimento dell’argomento sugli esponenti di Lyapunov si veda l’analisi svolta in 

Bertuglia-Vaio, 2007 pag. 229 e seg.  Puu, cit. pag. 171-174 , Esgolts, cit. pag. 217 e seg. 

³ Una formulazione completa per il procedimento di calcolo dei raddoppiamenti di periodo nella 

dinamica dell’equazione logistica è svolta in Shone, cit. pag. 302 e 319. 

⁴ Una routine di calcolo con software Maple per l’esponente di Lyapunov si trova in Lynch, cit. pag. 

291. 

⁵ Sul problema delle reti neurali, si veda una dettagliata esposizione in Bertuglia-Vaio, 2011 pag. 153-

224, Buttolo, 2013 pag. 27-56 e, per una trattazione più formale da un punto di vista matematico, 

Lynch,cit. pag. 395-426 e Lazzerini, 2010 pag. 4-5 e seg. 

⁶ Su questo punto si veda Bertuglia-Vaio, 2011, cit. pag. 177 e seg. In particolare, sulla funzione del 

bias, si veda la nota 18 di pag.180-181. L’esempio qui riportato di funzione di attivazione lineare, 

mostra chiaramente come tale funzione abbia un valore iniziale anche se la somma netta degli inputs 

è zero. Sulla possibilità che si abbia un valore di -1, si veda Lazzerini,  cit. pag. 5. 

⁷ Per il procedimento di come si arrivi alla formulazione finale dell’equazione logistica, si veda 

Bhaduri, 2002, pag. 357-366. 

⁸ Si veda la formulazione in Zhang, 1991, cit. pag. 193-194. 

⁹ Un’analisi completa e dettagliata in merito al principio di asservimento e alla sinergetica economica, 

si trova in Zhang, 1991, cit. cap. 9-10, pag. 193-227. Sul principio di asservimento e sulle variabili 

lente e veloci, si veda anche Gandolfo, cit. pag. 533-536. 

¹⁰ Per un approfondimento su tali argomenti, si veda Graziani, 1982, pag.703-741. Al riguardo, il 

nucleo centrale della questione è se sia il comportamento dei singoli soggetti, lavoratori o capitalisti, 

a determinare il comportamento generale di classe del proletariato o dei capitalisti come somma del 

comportamento dei singoli, o se invece sia il fatto di appartenere ad una certa classe sociale che 

determina il comportamento  dei soggetti che appartengono a quella determinata classe: in  questo 

caso il principio etico fondamentale del capitalismo, ovvero della libertà di scelta, subisce un netto 

ridimensionamento, in quanto la scelta è in gran parte dettata dall’appartenere ad una certa classe 

sociale. E’ chiaro che in questo secondo caso, la questione dell’agente rappresentativo diventa 

praticamente insignificante. Ma anche all’interno di una relazione tipo sinergetica, il problema 

presenta degli aspetti nuovi e si complica non poco, specialmente quando si ha a che fare con sistemi 

di tipo economico-sociale). 
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                                                                                                                                             Capitolo 6 

                                                                                                   Osservazioni conclusive 

6.1 Una riflessione generale 

Giunti al termine di questo lavoro, si rendono necessarie alcune osservazioni finali in merito 

ai molti argomenti che abbiamo trattato ed anche a ciò che è stato appena accennato o 

magari non affrontato affatto. Il carattere matematico che in molte parti del nostro lavoro 

ha prevalso su altri aspetti dei fenomeni trattati, non ha escluso  considerazioni di natura più 

specificamente economico-politico. Del resto i temi trattati richiedevano valutazioni che 

andavano oltre il puro aspetto formale, in quanto la formulazione in termini di modelli 

matematici e i relativi risultati raggiunti, in molti casi si è rivelata utile proprio per dimostrare 

come tale formulazione avesse  un carattere molto precario in considerazione di come i vari 

fenomeni si manifestano nella realtà, dove spesso tale manifestazione ne contraddice la 

stessa rappresentazione analitica. Sul piano strettamente tecnico dobbiamo anche 

considerare, come costantemente fatto rilevare nel corso di tutto il nostro lavoro che, 

lavorare con modelli non lineari, ci permette di definire la dinamica del modello tramite la 

linearizzazione solo nell’intorno del punto di equilibrio delle variabili, a meno che si ricorra a 

metodi numerici di soluzione (es. Runge-Kutta). La trattazione matematica si rivela 

comunque utile per un primo approccio all’analisi di molti fenomeni, per definirne alcuni 

aspetti molto generali su un piano qualitativo più che quantitativo. Infatti, quando ci è stato 

possibile, abbiamo cercato di dare la soluzione dei vari modelli in forma analitica più che in 

forma numerica, in modo da avere un risultato più generale,  non strettamente legato allo 

specifico valore dei coefficienti utilizzati. La complessità dei rapporti fra i vari agenti  di un 

sistema economico, rende spesso molto difficile formulare in termini analitici un modello 

che ne rappresenti in modo più o meno fedele la reale struttura. L’interazione reciproca fra i 

diversi soggetti, con finalità molto spesso assai diverse ed in contrasto fra loro, difficilmente 

può essere imbrigliata in un rigida struttura di formalismo matematico, magari di natura  

strettamente deterministica, pretendendo poi che il modello rispecchi fedelmente 

l’evoluzione dinamica di tali rapporti. L’evoluzione del comportamento dei vari agenti è 

quasi sempre imprevedibile almeno nel medio-lungo periodo, e soggetta anche a rapidi 

mutamenti nel breve periodo spesso derivanti da cause sconosciute ed assolutamente 

imprevedibili. Se poi, come nel corso di tutto il nostro lavoro, le variabili economiche 

vengono accoppiate con variabili di natura ambientale la cui dinamica è forse ancora più 

incerta di quelle  stesse variabili,  la formulazione matematica rischia di diventare ancora più 

precaria. Il rischio del fascino e della seduzione che l’eleganza formale di molti modelli può 

esercitare sul ricercatore a scapito di una reale comprensione dei fenomeni economici è 

spesso molto grande. La possibilità che ci sia una separazione netta fra l’eleganza formale di 

un modello matematico e la realtà effettiva che il modello stesso intende rappresentare, può 

diventare un prezzo troppo grande da pagare nei confronti della comprensione dei reali 

fenomeni economici. A proposito di alcune definizioni di G. Debreu alla voce Mathematical 
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Economics del nuovo Palgrave, sostiene  Lunghini:  ”Il divorzio fra forma e contenuto è così 

consumato, e finalmente l’analisi economica sembra liberata dall’ideologia. La seduzione 

della forma è quasi irresistibile, e la ricerca può essere tentata di dimenticare il contenuto 

economico e di schivare quei problemi che non sono riducibili alla forma matematica. La 

teoria economica, conclude Debreu, è destinata a un lungo futuro matematico, e in altre 

edizioni del Palgrave gli autori potranno scegliere come tema, e magari vi saranno inclini 

’Forma matematica e contenuto economico’ “ (Lunghini, 2002, pag. 3).  Allora ciò rende del 

tutto inutile qualsiasi approccio in termini matematici? Non credo che la questione possa 

essere posta in questi termini. La formalizzazione matematica ha la funzione di tentare di 

rappresentare l’evoluzione di una o più variabili che compongono un determinato sistema, 

per lo meno nelle sue linee generali. Questo comporta essere consapevoli che l’esatta 

formulazione delle relazioni causali può anche essere diversa e la dinamica del sistema 

evolvere in modo differente. In senso Laplaciano, se si conoscessero le esatte condizioni 

iniziali del sistema che si vuole analizzare e le leggi esatte che governano l’evoluzione di tale 

sistema, allora si sarebbe in grado di definire l’esatta posizione del sistema stesso in 

qualunque momento del suo sentiero dinamico. Ma noi abbiamo visto che non è così, sia 

perché le esatte condizioni iniziali sono spesso impossibili da definire, sia perché sono molto 

difficili da strutturare i rapporti causali quando si ha a che fare con l’elemento umano e il 

sistema ambiente. Quindi occorre molta cautela nell’interpretare i risultati ottenuti dalla 

soluzione, come nel nostro caso, di sistemi dinamici. L’eccessivo formalismo matematico, 

rischia allora di tradursi in una sorta di camuffamento della realtà, se non si è consapevoli 

dei limiti che esso inevitabilmente presenta. Non appena un certo fenomeno economico è 

stato tradotto in una determinata forma matematica, esso rischia di perdere la sua 

dimensione sociale e politica allo stesso tempo. Esso diventa ‘socialmente inerte’ e, nella 

forma, non sembra differire da un sistema matematico che rappresenti, ad esempio, un 

certo sistema meccanico o qualunque altro fenomeno fisico. La sua soluzione non distingue 

fra tali differenze. Deve essere l’economista a capire che certe soluzioni sono compatibili o 

no con una certa e determinata logica economica, almeno nelle sue linee molto generali.  Se  

siamo consci di questi limiti, allora questo  modo di procedere  può essere di un certo aiuto 

nel comprendere alcuni fenomeni almeno nelle linee molto generali. Nel precedente 

capitolo ci siamo a lungo soffermati anche su un altro aspetto del perché di tale precarietà 

nell’uso di modelli matematici. Ovvero, la possibilità che oltre all’incertezza sulla stessa 

struttura deterministica dei modelli, esista anche una incertezza di tipo più generale: la 

presenza di shock aleatori più o meno intensi e duraturi che si inseriscano sulla già precaria 

struttura deterministica del modello andando a complicare ancora di più l’evoluzione 

dinamica del modello stesso. La ferrea convinzione di una parte della teoria economica, 

purtroppo consistente, che il sistema (nel nostro caso, capitalista) contiene i meccanismi 

necessari di feedback negativo per eliminare tali disturbi, non è che un assunto chiaramente 

ideologico ma che però ha modellato la politica di molti  governi per lo meno negli ultimi 

trenta anni in un revival neo-liberista senza precedenti. Questi argomenti sono stati 

comunque trattati ampiamente nella seconda parte dell’ultimo capitolo, e non intendiamo 

dilungarci oltre in queste osservazioni conclusive. 
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6.2 Stabilità ed instabilità 

Un concetto che ci ha accompagnato durante tutto il  nostro lavoro è stato quello di stabilità 

e di instabilità. Nei capitoli precedenti la questione è stata trattata soprattutto da un punto 

di vista tecnico-formale, in quanto abbiamo considerato le condizioni che sono necessarie 

perché una determinata posizione d’equilibrio sia stabile o instabile ovvero, dato che 

abbiamo trattato sistemi dinamici, se il sentiero dinamico sia convergente o no verso un 

determinato punto di equilibrio. Anche il tipo di convergenza o divergenza può essere 

diverso, a seconda dei segni degli autovalori del sistema che si vuole analizzare. Da questo 

punto di vista la questione è stata trattata ampiamente, ed esistono in materia eccellenti 

lavori sulla teoria dei sistemi dinamici che analizzano in modo dettagliato e a diversi livelli di 

difficoltà la questione della stabilità ed instabilità, ed ai quali abbiamo fatto costante 

riferimento. La bibliografia al termine di questo lavoro ne indica alcuni. In generale, nella 

comune visione delle cose, una situazione stabile viene associata al concetto di buono o 

desiderabile, mentre una situazione instabile al concetto di cattivo o indesiderabile. Questo 

perché l’equilibrio economico è visto con desiderabilità. Vista in questo modo, la questione 

assume dei contorni troppo semplicistici, in quanto questa associazione  spesso è frutto di 

un comune sentire popolare che associa ad una situazione incerta, fluida ed instabile, 

previsioni non ottimistiche sulla evoluzione futura di un certo sistema. L’instabilità non si sa 

mai dove porta, ovvero quale direzione può prendere. Allora l’incertezza la fa da padrona e 

condiziona i comportamenti presenti e futuri dei vari soggetti. Se poi una certa situazione 

assume i contorni di una evoluzione caotica del sistema, l’associazione fra instabilità e 

indesiderabilità assume i contorni di una perfetta coniugazione. Vista in questo modo, tale 

associazione non sembra poi molto fuori luogo. Ma, ad un’analisi più attenta ed 

approfondita, la questione assume contorni che possono avere aspetti anche molto diversi, 

e tali da far desiderare l’instabilità, almeno come condizione dalla quale si spera possa 

scaturire una situazione nuova giudicata migliore della precedente. Supponiamo che dalla 

soluzione di un sistema di equazioni differenziali, risulti che in base alle relazioni causali ed ai 

coefficienti utilizzati, il livello di equilibrio dello stock di inquinante sia ritenuto troppo alto 

rispetto ai livelli desiderati e ad un certo programma di abbattimento e contenimento delle 

emissioni da parte del Governo. Se inoltre, la dinamica del sistema è tale per cui  esso 

converge per lo stock di inquinante verso tale valore di equilibrio, si dirà che, tecnicamente, 

il sistema è stabile. Ma, è evidente, che a tale situazione di stabilità non si può certo 

associare il concetto di desiderabilità in quanto uno stock di inquinante troppo elevato può 

comportare rischi altrettanto elevati per l’intero sistema economia-ambiente nel creare 

condizioni difficilmente reversibili. Allo stesso modo, un livello elevato ma stabile del tasso di 

disoccupazione, un alto rapporto debito-Pil e via dicendo, possono rappresentare situazioni 

di stabilità ma di forte indesiderabilità non solo sul piano strettamente economico ma anche 

su quello sociale. Invece, situazioni fluide ed anche di una certa instabilità,  possono sempre 

comportare l’emergere di situazioni nuove stabili ma di maggiore desiderabilità.  

Ovviamente, non sempre è detto che da situazione instabili sorgano nuove forme 

organizzative migliori delle precedenti. Per esempio, l’instabilità nell’equilibrio di uno stock 
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di inquinante elevato, non è detto che comporti automaticamente una nuova situazione di 

stabilità ed a un livello più basso del precedente di tale stock. Ancora una volta l’incertezza 

regna sovrana e, come abbiamo spesso sottolineato, essa è in gran parte frutto di decisioni 

autonome che i vari agenti economici prendono indipendentemente gli uni dagli altri. È la 

stessa struttura altamente privatistica del sistema capitalista che conferisce gran parte 

dell’incertezza all’intero sistema. Ma allora, il problema perde gran parte dei suoi aspetti 

tecnico-formali, ed acquista connotati che investono la sfera dell’etica e della politica, 

ovvero investe il fondamentale problema di quale sistema sia migliore di un altro per il 

raggiungimento di determinati obbiettivi. Qui ognuno è libero di pensare ciò che ritiene più 

giusto ed opportuno. Ancora un’altra questione è degna di essere sottolineata. Che cosa 

vuol dire convergenza verso una posizione di equilibrio? Ammesso che il modello 

matematico presenti una soluzione che, tecnicamente, evidenzia tale convergenza, esso 

deve sempre fare i conti con le dinamiche sociali e politiche che si sovrappongono alla 

struttura formale del modello stesso. Un cambiamento di tali dinamiche rende precaria la 

dinamica di convergenza al valore di equilibrio e quindi tutto il modello rischia di avere una 

efficacia predittiva molto precaria. Ancora una volta il modello matematico rischia di 

viaggiare su un binario separato dalla realtà che intende rappresentare. Facciamo un 

esempio semplicissimo al qual abbiamo accennato nel capitolo precedente:  prendiamo la 

più semplice versione del moltiplicatore keynesiano che considera come parametri solo la 

propensione al consumo. Noi allora sappiamo che il moltiplicatore del reddito è dato da 

1/(1-c), dove c è la propensione al consumo. Innanzitutto il valore del moltiplicatore è, 

matematicamente, un limite e come tale non un valore finito. Esso è dato da: 

(6.1) 

 

   
    

   
                 

Inoltre, nel processo di convergenza possono inserirsi in qualunque momento e ad intensità 

diverse una serie di fattori improvvisi che possono cambiare sia il ritmo della convergenza 

che il valore di essa. Ad esempio, una crisi duratura potrebbe far diminuire in modo 

significativo la propensione al consumo in quanto, anche con redditi invariati, le famiglie 

trovano più opportuno aumentare il risparmio per far fronte al futuro incerto. Un cambio 

improvviso di c cambia il valore del moltiplicatore e quindi del valore di convergenza del 

reddito. Se consideriamo c come una media ponderata delle varie propensioni al consumo di 

classi sociali di reddito diverse, dove la ponderazione è effettuata in base alla quota che ogni 

categoria di reddito ha nel reddito nazionale, una redistribuzione del reddito soprattutto fra 

percettori di profitti e percettori di salari e stipendi comporterà una diversa propensione al 

consumo media e marginale generale. Se poi si vanno ad inserire altri elementi, quali il 

saggio di tassazione, la propensione all’importazione, la propensione all’investimento 

dipendente dal reddito etc., l’incertezza è ancora maggiore dipendendo il processo di 

convergenza al nuovo valore del reddito da un numero maggiore di parametri soggetti, a 

loro volta, a variare improvvisamente o in modo singolo o congiuntamente. (Sulle varie 
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configurazioni del moltiplicatore keynesiano in ambito dinamico e sulle condizioni di 

convergenza al valore di equilibrio, cfr. Gandolfo cit. pag. 43-48). Il concetto di convergenza 

deve essere allora meglio specificato. 

6.3 Osservazioni sulla costruzione di alcuni modelli 

Varie ipotesi stanno a fondamento dei molti modelli che abbiamo definito e analizzato. Del 

resto quando si costruisce un modello occorre fare delle ipotesi. Alcune credo abbiano un 

fondamento abbastanza solido nella realtà effettiva che si vuole descrivere tramite il 

modello stesso, altre sono più difficili da giustificare ma vengono ritenute ugualmente 

necessarie affinchè il modello abbia una consistenza logica non solo sul piano formale ma 

anche su quello dei contenuti. La formulazione di modelli base (come per esempio il modello 

Lotka-Volterra), e la successiva estensione mediante l’inserimento di nuove variabili e nuovi 

parametri, ha sicuramente comportato un appesantimento dell’analisi ma ha evidenziato 

una varietà di sentieri dinamici che il modello base non metteva in luce. Del resto, la 

formulazione in termini non lineari della relazione strutturale fra le variabili, permette una 

ricchezza di risultati che invece risulta molto più limitata in presenza di poche variabili e 

relazioni lineari, pur con le cautele del caso dovute, come già detto, al significato limitato che 

hanno i risultati derivanti dal processo di linearizzazione. Tuttavia, tali modelli avrebbero 

potuto essere ancora estesi con l’introduzione di ulteriori variabili con la loro specifica 

dinamica, oppure mediante strutturazione delle relazioni in forme diverse da quelle da noi 

formulate. Ovviamente, è sempre possibile migliorare, o cercare di farlo, ciò che si è fatto. 

Questo potrebbe essere l’obbiettivo per un futuro approfondimento di questo nostro lavoro. 

In generale si può dire che alcuni modelli sono stati costruiti ex-novo, sulla base di ipotesi 

che abbiamo formulato noi stessi, mentre altri  originano da modelli costruiti da altri autori 

dei quali abbiamo cercato, in alcuni casi, o di fornirne la semplice soluzione dei sistemi su cui 

tali modelli venivano costruiti e di metterne in luce alcuni aspetti che non ci sembravano 

sufficientemente evidenziati o approfonditi, mentre per altri abbiamo apportato modifiche 

ed integrazioni che hanno avuto la funzione di mettere in luce nuovi e interessanti aspetti 

dei problemi trattati. Ovviamente non possiamo qui riassumere, anche in modo molto 

sintetico, la varietà dei modelli analizzati. Quello che è importante riconoscere, è che la 

vastità degli argomenti affrontati ha imposto limiti insuperabili alla completezza dell’analisi, 

lasciando comunque spazio ad ulteriori ricerche ed approfondimenti. Devo riconoscere, 

come ho già avvertito nella prefazione a questo lavoro che, nella costruzione di alcuni 

modelli, ho avuto non poche incertezze nella formulazione di alcune relazioni strutturali fra 

le variabili che fossero le più opportune ed avessero una coerenza  logica ed ancora devo 

dire che non sono pienamente sicuro che, in alcuni casi, tali relazioni siano le più giuste che 

potessi formulare. Molti dubbi mi restano in merito. Ma in qualche caso tali incertezze mi 

sono sembrate insuperabili, anche se spero che le formulazioni adoperate siano 

sufficientemente rispondenti con gli assunti teorici ed abbiano una certa coerenza logica. In 

alcuni casi, nell’incertezza di alcune formulazioni, ho provato anche a simulare ciò che 

originava da strutturazioni un po’ diverse ricavandone, per fortuna, risultati solo 
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marginalmente un po’ differenti ma non tali da sconvolgere sul piano qualitativo la dinamica 

del modello. 

6.4 Alcune indicazioni per ulteriori approfondimenti 

Al termine di queste brevi note conclusive, vorrei cercare di delineare alcuni elementi che mi 

sembrano di fondamentale importanza per un ulteriore impegno nella ricerca e 

nell’approfondimento dei temi che abbiamo a lungo discusso e per i quali abbiamo cercato, 

in qualche modo,  di metterne in luce gli aspetti ritenuti essenziali, anche se non sono sicuro 

di esserci sempre riuscito. Infatti, come già detto in precedenza, in alcuni casi mi sono 

trovato di fronte ad alcuni problemi la cui formulazione in termini di modello matematico 

non mi è stata possibile, data la difficoltà a strutturarne le relazioni causali in modo tale che 

avessero un senso logico non solo sul piano formale ma anche su quello più specificamente 

economico. Molte caratteristiche dei modelli integrati economia-ambiente sono stati 

evidenziate, ed altre avrebbero potuto esserlo. Magari i modelli sarebbero stati più completi, 

a scapito però di una certa maneggevolezza e con un elevato grado di difficoltà nel fornire le 

soluzioni soprattutto a livello qualitativo. Vorrei ricordare qui alcune di queste 

caratteristiche che mi sembrano le più importanti: 

1) Il rapporto fra stock di inquinante, riscaldamento globale e produttività della forza-

lavoro. 

2) L’introduzione di due tipi di capitale, uno inquinante e l’altro no, con produttività 

diverse e saggi di investimento diversi. 

3) La considerazione di una politica di abbattimento e mitigazione da parte del Governo. 

4) L’introduzione delle tecnologie backstop accanto alle tecnologie tradizionali 

inquinanti. 

5) L’analisi di come un modello semplice nella struttura (in tempo discreto invece che 

continuo), possa generare dinamiche altamente caotiche. 

6) L’introduzione in modo esplicito di processi aleatori, mediante l’utilizzo dello 

specifico strumento delle equazioni differenziali stocastiche. 

7) Il problema dello ’slaving principle’ di H.Haken, delle variabili lente e veloci e della 

sinergetica. 

8) I problemi legati al controllo del caos. 

9) Un breve cenno alla struttura e funzionamento delle Reti Neurali e loro impiego in 

economia, con esplicito riferimento all’economia ambientale. 

Tuttavia esiste una questione fondamentale, che abbiamo a lungo discusso, e che riguarda la 

possibilità che strumenti di controllo indiretto quali carbon-tax, permessi negoziabili ecc. 

possano risultare efficaci nel tentativo di mitigare gli effetti dell’accumulo di stock di 

inquinante. Questi elementi sono stati analizzati sicuramente in modo parziale nei loro 

aspetti tecnico-formali, in quanto l’obbiettivo principale della nostra ricerca era indirizzato 

sugli aspetti dinamici di modelli integrati economia-ambiente e non sull’analisi di tali 

strumenti. Ciò che comunque è emerso, seppur da una analisi parziale, è che non riteniamo 
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sufficiente l’adozione di strumenti indiretti che vengono predisposti dal Governo ma che poi 

sono lasciati operare in un meccanismo di mercato che raramente garantisce il 

raggiungimento dei risultati che si desidererebbero. La nostra sfiducia risiede nella stessa 

struttura del sistema economico di tipo capitalista, dove la contrapposizione di interessi fra 

soggetti economici diversi, e la capacità di imporre decisioni da parte dei paesi 

economicamente dominanti e dei gruppi economici che hanno il controllo delle risorse 

tradizionali, rende spesso inefficaci tali strumenti e gli obbiettivi dei vari ‘summit’ soltanto 

dei buoni propositi e nulla più. Tutti riconoscono la necessità di dover intervenire, ma 

nessuno vuole partire per primo e soprattutto darsi delle scadenze precise. Le necessità del 

sistema economico di ciascun paese sono giudicate preminenti rispetto all’urgenza 

dell’intervento nel sistema ambiente a livello globale. Ognuno ha una urgenza indifferibile: la 

crescita del PIL che non ammette vincoli e qualificazioni. L’analisi di questo fenomeno, che 

ritengo cruciale per la comprensione dei rapporti fra economia e ambiente, potrebbe 

rappresentare un terreno di analisi e ricerca che ritengo, per ora e per quanto mi sia dato di 

conoscere, abbastanza inesplorato (probabilmente non a caso, dato che si tratta di mettere 

in discussione le fondamenta del sistema economico sul quale è organizzata gran parte 

dell’economia mondiale). Il tema potrebbe essere sostanzialmente questo: “Riconosciuta la 

necessità di un modello di sviluppo diverso e che privilegi la tutela e la conservazione 

dell’ambiente, è in grado l’attuale sistema economico di tipo capitalista di garantire e 

supportare tale inversione di rotta? Tale modello di sviluppo diverso è compatibile o no con 

la logica che definisce la dinamica di un sistema capitalista, oppure richiede una diversa 

articolazione del modo sociale di produzione? Le condizioni necessarie per la riproduzione e 

la sopravvivenza del capitalismo sono condizioni insuperabili per un radicale cambiamento 

nel modo di produrre del sistema economico mondiale?” La questione è ancora aperta: 

scomoda per tutti coloro che hanno una fede incrollabile nei poteri magici del mercato e 

credono che il capitalismo sia la forma più perfetta di organizzazione della società umana, 

ma aperta. Come è possibile rilevare da queste conclusioni, non abbiamo fornito specifici 

elementi di policy (salvo quando abbiamo parlato dei green bonds  e del possibile utilizzo dei 

proventi della carbon-tax) in quanto riteniamo che gli strumenti indiretti, la cui efficacia 

dipende poi dal comportamento dei singoli agenti economici, abbiano una possibilità molto 

limitata di influire sul miglioramento della qualità ambientale, a meno che esista un efficace 

meccanismo di controllo pubblico che in qualche modo li indirizzi verso un corretto utilizzo. 

Come fatto ripetutamente rilevare, il pagamento della carbon-tax pur elevata che sia, 

attribuisce il diritto di continuare ad inquinare. Certo, una carbon-tax particolarmente 

elevata, può contribuire a disincentivare l’utilizzo di processi produttivi inquinanti. Ma non 

sappiamo quanto elevata essa debba essere affinchè si possano raggiungere certi obbiettivi. 

Qui entrano in gioco anche problemi di opportunità politica nell’elevare tale tassa oltre certi 

limiti sopportabili dal sistema. Questi strumenti potrebbero invece avere una certa efficacia 

se combinati con un vasto repertorio di strumenti di controllo diretto, per esempio divieti, 

da parte del Governo sui processi di produzione privati, ma soprattutto se abbinati alla 

gestione diretta per quanto riguarda certi processi di riconversione produttiva comportanti 

investimenti in processi produttivi non inquinanti da parte del soggetto pubblico. Ma ancora 
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una volta si verrebbe ad intaccare  la filosofia di fondo del ‘modus operandi’ dell’intero 

sistema, mentre non ci sembra questo il periodo storico in cui prevalga il clima  culturale 

necessario per questo tipo di operazioni. Tale opinione può apparire un po’ troppo 

pessimista ma, onestamente, non mi sento di pensarla diversamente. Su queste questioni 

abbiamo già discusso a lungo nelle pagine precedenti.  
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